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序文
この報告集は,多重ゼータ値の次元予想として知られる, Broadhurst-Kreimer予想 (‘97)

の最近の進展をまとめたものである. Broadhurst-Kreimer予想とは, 有名な Zagier氏の
次元予想 (‘94)よりも強い予想であり,現状ほとんど未解決である. 近年, SL2(Z)のモジュ
ラー形式が多重ゼータ値の理論において重要な役割を果たすことが明らかになってきて
いるが, Broadhurst-Kreimer予想は両者における何かしらの深遠な関係を映し出してい
る. この関係の本質を理解することは難しいが, 現象としてカスプ形式に付随する周期
多項式から多重ゼータ値の重要な情報が得られている. 一つは, Gangl氏, 金子氏, Zagier

氏によって得られたある２重ゼータ値の間の線形関係式 “GKZ関係式”であり, もう一つ
は, 最近Brown氏により構成された “例外的多重ゼータ値 (exceptional element)”である.

この二つが鍵となり, 多重ゼータ値のある２重次数付きLie環としての構造に関する予想
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が述べられる. 本節では, この予想をBrown予想と呼ぶ. Brown予想を大雑把にいうと,

「多重ゼータ値が張るQベクトル空間の生成元は “純奇多重ゼータ値 (totally odd MZV)”

と “例外的多重ゼータ値”であり, 例外的多重ゼータ値が張る部分 Lie環は自由で, 純奇多
重ゼータ値の張る部分 Lie環には周期多項式由来の線形関係式があり, それにつきる」と
いうものである. 本稿の最終目標は, この Brown氏による予想を主観的に解説すること
である. Brown氏の予想にはいくつかバリエーションがあり, 最近の多重ゼータ値の研
究で重要な “モチビック多重ゼータ値”は重要な一角を担っているが, 本稿ではそれを持
ち出さない (ひとえに筆者の勉強不足のせいである). 本稿で述べるBrown予想は, 井原-

金子-Zagier(‘06)において導入された “線形化複シャッフル空間 (linearized double shuffle

space)”と呼ばれる空間の２重次数付き Lie環としての構造に関するものである.

まず, §1で Broadhurst-Kreimer予想の主張を述べ, いくつか具体的な数値を提示す
る. §2では, 多重ゼータ値の重要な関係式族である複シャッフル関係式と, 本稿で述べ
る Brown予想に必要な線形化複シャッフル空間について, 井原-金子-Zagierの結果を復
習する. 線形化複シャッフル空間に対するBrown予想を最後の節で述べるが, 先に §3で
Brown予想の多重ゼータ値における現象を説明するためにも重要な, モジュラー形式の
周期多項式の理論とGangl-金子-Zagierの仕事を紹介する (ここに周期多項式からくる２
重ゼータ値の関係式 “GKZ関係式”の証明の一部を載せておく). §4では, 線形化複シャッ
フル空間の Lie環を定める伊原括弧積の復習をし, 線形化複シャッフル空間の Lie環構造
に関する Brown予想を述べる. 最後に, Brown予想から示唆される多重ゼータ値の予想
“純奇多重ゼータ値予想”を紹介し, 深さが 2, 3におけるいくつかの観察を述べて終わる.

1 Broadhurst-Kreimer予想
多重ゼータ値の次元予想は, Zagier氏 [23]による多重ゼータ値の重さに関する次元予想
が有名である. これに対し,深さと重さを固定したベクトル空間の次元予想がBroadhurst-

Kreimer[5]によって提唱されている. 本節ではこれを述べた後, 本稿の議論の中心である
“２重次数付き環としての生成元の個数”に関するBroadhurst-Kreimer予想を述べる.

定義 1. （多重ゼータ値）自然数の n組 k = (k1, . . . , kn)に対し,

ζ(k) = ζ(k1, . . . , kn) =
∑

m1>···>mn>0

1

mk1
1 · · ·mkn

n

.

インデックス kに対しwt(k) = k1 + · · ·+ knを重さ, dep(k) = nを深さと呼ぶ.

多重ゼータ値は, インデックス kの先頭項が k1 > 1のときに絶対収束することに注意
する. 先に, Zagier氏による次元予想について簡単に触れておく.
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Zagier氏による次元予想� �
重さkの多重ゼータ値の張るQ上のベクトル空間をZkとおき,数列 {dk}k≥0を 1/(1−
t2 − t3) =

∑
dkt

kで定める. このとき,

dimQZk
?
= dk.

Zagier予想は, dk が上限を与えること ([21, 8]等)が知られ, さらに {ζ(k1, . . . , kn) |
ki ∈ {2, 3}}がZkの生成元になること ([2, 3], Hoffmanの基底予想)も知られている.

著者の勉強不足もあり, これら最近の重要な進展の詳細を説明することはできない
が, 多重ゼータ値の代数構造がQ上の絶対Galois群やGronthendieck-Teichmüller群
に繋がる大変興味深い話題となっている. (この周辺の話題は, 日本語だと例えば [6]

などを参照されたい.)� �
Broadhurst-Kreimer予想は, 深さに関するフィルター構造を考慮する. 重さ k, 深さが

n (≥ 1)以下のインデックスを持つ多重ゼータ値の張るQ上のベクトル空間をZ(n)
k と表

記する:

Z(n)
k := ⟨ζ(k) | wt(k) = k, dep(k) ≤ n⟩Q, Z(n)

0 := Q.

各 kと nを固定した空間は, 生成元が有限個なので有限次元である. Broadhurst-Kreimer

予想とは, 空間 Z(n)
k /Z(n−1)

k (ベクトル空間としての商空間)の次元予想である. 母関数
E(s),O(s),S(s)を次で定める:

E(s) =
s2

1− s2
, O(s) =

s3

1− s2
, S(s) =

s12

(1− s4)(1− s6)
.

♣ 数列 {dk,n}k,n≥0を以下の母関数で定義する.∑
k,n≥0

dk,ns
ktn =

1 + E(s)t
1−O(s)t+ S(s)t2 − S(s)t4

.

予想 2. (Broadhurst-Kreimer予想–vector space ver.–) 正の整数 k > n > 0に対し,

dk,n
?
= dimQ Z(n)

k /Z(n−1)
k .

♣ dk,nの表

n\k 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 0 0 0 1 1 2 2 3 3 4 3 5 5 6 5 7 6 8 7

3 0 0 0 0 0 0 1 1 3 3 6 6 9 8 14 13 19 17 25

4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 4 4 10 11 18 18 31 30

5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 3 6 7 17 19 35

6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 4 10 12
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予想 2を, 多重ゼータ値の２重次数付き環 (bigraded algebra)としての代数生成元 (al-

gebra generator)の個数に関する予想に言い換える. 重さに関する次数付き環 (graded

algebra)をZ, その augumentationイデアルを Iと置く.

Zk :=
∑

k>n>0

Z(n)
k , Z :=

⊕
k≥0

Zk, I =
⊕
k≥1

Zk.

次数付き環Zは深さに関してフィルター構造 (filtered algebra)

{0} = Z(0) ⊂ Z(1) ⊂ . . . ⊂ Z(n) ⊂ · · · ⊂ Z (但し Z(n) :=
⊕
k≥0

Z(n)
k )

を持つ. また, T := I/I2とおくと, 余接空間 (cotangent space) T は重さに関して次数付
き環となり, 深さに関してフィルター構造をもつ. これらの記号のもと, ２重次数付きベ
クトル空間Mを以下で定義する (参照:[15, p.14]):

M :=
⊕
k,n>0

M(n)
k , M(n)

k := T (n)
k /T (n−1)

k
∼= Z(n)

k /(Z(n−1)
k + Z(n)

k ∩ I2).

♣ 数列 {Dk,n}k,n>0を以下の母関数で定義する.

∏
k,n>0

(
1

1− sktn

)Dk,n

=
1

1−O(s)t+ S(s)t2 − S(s)t4
.

予想 3. (Broadhurst-Kreimer予想–algebra generator ver.–) 正の整数 k > n > 0 (但し,

(k, n) ̸= (2, 1))に対し,

Dk,n
?
= dimQ M(n)

k .

♣ Dk,nの表

n\k 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 1 2 2 2 3

3 1 2 2 4 5

4 1 1 3 5 7

注意 : 数列Dk,nの母関数の両辺 logをとって, Dk,nの母関数を n = 2, 3, 4で取り出すと,

以下のようになっている. (参照:[12])∑
k>0

Dk,2s
k =

s8

(1− s2)(1− s6)
,
∑
k>0

Dk,3s
k =

s11(1 + s2 − s4)

(1− s2)(1− s4)(1− s6)
,

∑
k>0

Dk,4s
k =

s12(1 + 2s4 + s6 + s8 + 2s10 + s14 − s16)

(1− s2)(1− s6)(1− s8)(1− s12)
.

♣ M(n)
k の生成元の一例 (赤字は §4に述べる保型多重ゼータ値)
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n\k 2 3 5 7 8 9 10 11 12 13

1 ζ(2) ζ(3) ζ(5) ζ(7) ζ(9) ζ(11) ζ(13)

2 ζ(3, 5) ζ(3, 7) ζ(3, 9)

3 ζ(3, 3, 5) ζ(3,5,5)
ζ(3,3,7)

4 ζ(4, 4, 2, 2)

14 15 16 17 18 19 20

ζ(15) ζ(17) ζ(19)

ζ(3,11)
ζ(5,9)

ζ(3,13)
ζ(5,11)

ζ(3,15)
ζ(5,13)

ζ(3,17)
ζ(5,15)
ζ(7,13)

ζ(3,3,9)
ζ(3,5,7)

ζ(3,3,11),ζ(3,5,9)
ζ(3,7,7),ζ(5,5,7)

ζ(3,3,13),ζ(3,5,11)
ζ(3,7,9),ζ(5,5,9)

ζ(5,7,7)

ζ(3, 3, 3, 5)
ζ(3,3,3,7)
ζ(3,3,5,5)
ζ(4,4,2,6)

ζ(3,3,3,9),ζ(3,3,5,7)
ζ(3,5,5,5),ζ(3,5,3,7)

ζ(4,8,4,2)
略

2 井原-金子-Zagierの仕事
この節では, 多重ゼータ値の間の関係式として知られる “複シャッフル関係式 (double

shuffle relations)”を用いてBroadhurst-Kreimer予想を検証した井原-金子-Zagier [13]の
仕事を紹介する. 最初の部分節では, 複シャッフル関係式を復習する. 次の部分節で,

dimM(n)
k の評価で重要なある多項式の空間 “線形化複シャッフル空間 (linearized double

shuffle space)”を定義し, いくつか知られている結果を述べる.

2.1 複シャッフル関係式

複シャッフル関係式は, 多重ゼータ値の二つの積構造からくる自然な関係式である. こ
れらの積や正規化についての詳しい背景は述べないが, この部分節を読めば複シャッフ
ル関係式を計算することは可能である. 証明等の詳細は日本語の参考文献 [1]や論文 [13]

を参照されたい (記号は概ね [1]に従っている).

複シャッフル関係式とは, 多重ゼータ値における ‘調和積’, ‘シャッフル積’という二つ
の積の異なる展開で得られる関係式である. 例えば, リーマンゼータの二つの積の場合,

以下のような２重ゼータ値の線形和による表示が得られる: r+s = k (r > s ≥ 1)に対し,

ζ(r)ζ(s) = ζ(r, s) + ζ(s, r) + ζ(k), (1)

ζ(r)ζ(s) =
∑
i+j=k
i,j≥1

((
i− 1

r − 1

)
+

(
i− 1

s− 1

))
ζ(i, j).

一つ目が調和積 (今の場合
∑

a,b>0 =
∑

a>b>0 +
∑

b>a>0+
∑

a=b>0という和の取り替え)で
二つ目がシャッフル積 (多重ゼータ値の反復積分表示から来る)による展開である. 一見
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すると, s = 1では発散して正しい関係式を与えていないように思うが, 後で出てくる
多重ゼータ値の “正規化”を行う事により, 正しい関係式が得られる. 正規化は, 例えば
ζ(1) := 0や ζ(1, r) := −ζ(r, 1)− ζ(r + 1)等で与えられる. 以下, 一般的な複シャッフル
関係式を (便利なので)多重ゼータ値の代数的な表記を用いて記述する (Hoffmanの代数
的定式化 [11], [1, §1.4]を参照).

変数 x, yで生成されるQ上の２変数非可換多項式環 (自由代数)をHとし, その部分代
数H1,H0を以下のようにおく:

H := Q⟨x, y⟩ ⊃ H1 := Q+ Hy ⊃ H0 := Q+ xHy.

部分代数H0を多重ゼータ値に対応させる. Q-線形写像Z : H0 → Rを

Z(xk1−1y · · · xkn−1y) = ζ(k1, . . . , kn)

によって定義する 1. 但し, Z(1) = 1. 多重ゼータ値における調和積とシャッフル積をH0

上に定義する.

♣ 調和積 : Q-双線形写像 ∗ : H1 × H1 → H1を zk := xk−1y, w, w′ ∈ H1に対し,

zkw ∗ zlw′ = zk(w ∗ zlw′) + zl(zkw ∗ w′) + zk+l(w ∗ w′)

によって, 帰納的に定める. 但し, 1 は積 ∗ の単位元とする. 部分代数 H1 は H1 =

Q⟨z1, z2, . . .⟩となることに注意する. 容易にわかるように積 ∗は H0 を保つ. この定義
のもと, 積 ∗は多重ゼータ値の積で和の取り替えによって得られる展開と一致すること
がHoffman[11]により示されている (i.e. Z(w ∗ w′) = Z(w)Z(w′)).

♣ シャッフル積 : Q-双線形写像x : H× H → Hをw,w′ ∈ Hと u, v ∈ {x, y}に対し,

uw x vw′ = u(w x vw′) + v(uw x w′)

によって, 帰納的に定める. 但し, 1は積 xの単位元とする. 調和積の時同様, 積 xは
H0を保ち, 多重ゼータ値の反復積分表示による積の展開と一致する (i.e. Z(w x w′) =

Z(w)Z(w′)).

♣ 正規化 : Q線形写像 ZをH1 → R[T ]に拡張する. ◦ ∈ {∗,x}に対し, 積 ◦による可
換代数をH1

◦,H
0
◦と表記する. このとき, Q代数準同型Z◦ : H1

◦ −→ R[T ]で, 次の条件を満
たすものが一意的に存在する ([1, §1.4.3]):

Z◦ |H0
◦= Z, Z◦(y) = T.

また, H1
◦
∼= H0

◦[y]であるので, 任意のw ∈ H1
◦は

w = w0 + w1 ◦ y + · · ·wn ◦ y◦n (w0, w1, . . . , wn ∈ H0)

と一意的に表せる. すなわち, Z◦(w) = Z(w0) + Z(w1)T + · · ·+ Z(wn)T
nと書ける.

1この対応は実際に x = dt/t, y = dt/(1− t)として 0から 1まで反復積分すると得られるものと同じで
ある (多重ゼータ値の反復積分表示).
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定理 4. (複シャッフル関係式 [13]) 任意のw0 ∈ H0および, w1 ∈ H1に対し

Z◦(w0 ∗ w1 − w0 x w1) = 0

が成り立つ. 特に, T に関する定数項を取る写像をZ◦
reg = Z◦

∣∣
T=0
と書く. すると

Z◦
reg(w0 ∗ w1 − w0 x w1) = 0.

Proof. 証明に必要な事項を簡単に紹介する. R線形写像 ρ : R[T ] → R[T ](参照 [1, §1.4.6])
を以下で定める.

ρ(exp(Tu)) = exp
(∑

n>1

(−1)n

n
ζ(n)un

)
· exp(Tu).

これに対し, Zx = ρ ◦ Z∗(正規化の基本定理)が成り立つ. w1 ∈ H1とw0 ∈ H0に対し, ρ

のR線形性から主張を得る.

0 = Z(w0)Z
x(w1)− Z(w0)ρ(Z

∗(w1)) = Zx(w0 x w1)− ρ(Z∗(w0 ∗ w1))

= Zx(w0 ∗ w1 − w0 x w1).

調和積は省略.

命題 5. yの次数が nとなる語w1 ∈ H1に対し,

Z∗
reg(w1) ≡ Zx

reg(w1) (mod Z(n−1) + Z(n) ∩ I2).

Proof. 語w1は, 以下の調和積展開をもつ:

w1 = v0 + v1 ∗ y + · · ·+ vn ∗ y∗n (vi ∈ H0).

各 viの yの次数は高々 n − iであることに注意する. このとき, ρ(T i)はQ[ζ(k) | k ≥ 2]

係数の T に関する i次多項式であり, その定数項は重さが iとなるリーマンゼータ値の積
の線形和であるゆえ, ρ(Z∗(w1)) = Z∗

reg(w1) + Z(v1)ρ(T ) + · · ·+ Z(vn)ρ(T
n)の定数項は

Z∗
reg(w1)とmod Z(n−1) + Z(n) ∩ I2で等しい:

Zx
reg(w1) = Zx(w1)

∣∣
T=0

= ρ(Z∗(w1))
∣∣
T=0

≡ Z∗
reg(w1) (mod Z(n−1) + Z(n) ∩ I2).

(注意 : i ≥ 2のとき, ρ(T i)に定数項があるため, vi ̸= 0なる i ≥ 2があればρ(Z∗(w1))
∣∣
T=0

̸=
Z∗

reg(w1)であることに注意. すなわち, 深さが 2の場合 (ρ(T i) (i ≥ 2)が現れない場合)

は, ρ(Z∗(w1))
∣∣
T=0

= Z∗
reg(w1)である.)
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2.2 線形化複シャッフル空間

線形化複シャッフル空間は, 複シャッフル関係式のM上での表記からくる関係式の母
関数がもつ性質を反映したQ上の多項式環上に定義される空間である. 自然な帰結とし
て, Mの各 kとnを固定した空間の次元が線形化複シャッフル空間の kとnを固定した空
間の次元で抑えられることがわかる. ここでは,少し回りくどくなってしまうものの,線形
化複シャッフル空間の定義の意味を明確にするために, 深さが２の場合から議論し, 順を
追って定義することを試みる. 簡単のため,以下では空間M(n)

k はZ(n)
k /(Z(n−1)

k +Z(n)
k ∩I2)

と同一視して考える.

♣ 深さ２の線形化複シャッフル空間 : まず, 前節に明記した２重ゼータ値の複シャッ
フル関係式 (1)を, M(2)係数の母関数が満たす関係式として捉える. 発散する項を正規
化した全ての２重ゼータ値の母関数を以下のように記す.

F ∗
2 (x1, x2) :=

∑
k1,k2>0

Z∗
reg(zk1zk2)x

k1−1
1 xk2−1

2 ,

Fx
2 (x1, x2) :=

∑
k1,k2>0

Zx
reg(zk1zk2)x

k1−1
1 xk2−1

2 .

例えば,

F ∗
2 (x1, x2) = −ζ(2)

2
+ζ(2, 1)x1+(−ζ(2, 1)−ζ(3))x2+ζ(2, 2)x1x2+(−ζ(3, 1)−ζ(4))x2

2+· · · .

命題 6. 次が成り立つ.

(i) F ∗
2 (x1, x2) = Fx

2 (x1, x2),

(ii) 0 ≡ F ∗
2 (x1, x2) + F ∗

2 (x2, x1)

≡ Fx
2 (x1 + x2, x2) + Fx

2 (x1 + x2, x1) (mod Z(1) + Z(2) ∩ I2).

Proof. 最初の等式は命題 5から直ちに従う. ２番目の等式は, (1)の表示から従う. 実際,

0 ≡
∑

k1,k2>0

Z∗
reg(zk1 ∗ zk2)x

k1−1
1 xk2−1

2 ≡
∑

k1,k2>0

Z∗
reg(zk1zk2 + zk2zk1)x

k1−1
1 xk2−1

2 ,

0 ≡
∑

k1,k2>0

Zx
reg(zk1 x zk2)x

k1−1
1 xk2−1

2

=
∑

k1,k2>0

∑
i+j=k1+k2

i,j>0

((
i− 1

k1 − 1

)
+

(
i− 1

k2 − 1

))
Zx

reg(zizj)x
k1−1
1 xk2−1

2

=
∑
i,j>0

Zx
reg(zizj)

(
(x1 + x2)

i−1xj−1
2 + (x1 + x2)

i−1xj−1
1

)
.
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命題 6から, ２重ゼータ値の母関数がmod Z(1) +Z(2) ∩ I2において, 次を満たすQ上
の多項式 f(x1, x2)で特徴付けられる事がわかる:

0 = f(x1, x2) + f(x2, x1) = f(x1 + x2, x2) + f(x1 + x2, x1). (2)

関係式 (2)を満たす, Q[x1, x2]の部分空間をDSh2と表し, その d次斉次部分が張るQベ
クトル空間をDSh2(d)で表記する.

DSh2 := {f(x1, x2) ∈ Q[x1, x2] | f satisfy (2)}.

系 7. 整数 k ≥ 2に対し,

dimM(2)
k ≤ dimDSh2(k − 2).

Proof. 空間DSh2(k−2)は明らかに有限次元なので,適当な基底をq1, . . . , qg (g = dimDSh2(k−
2))と置く. 命題 6から, F ∗

2 (x1, x2) ∈ M(2) ⊗DSh2より, ある ζi ∈ M(2)
k があって,

(F ∗
2 (x1, x2)の次数 k − 2部分) = ζ1q1 + · · ·+ ζgqg

とかける. これは全ての重さ kの２重ゼータ値が ζ1, . . . , ζg で書けると言っているので,

主張を得る.

Remark. 井原-金子-Zagierにより, dimDSh2(k − 2) = Dk,2が示されている. これによ
り, Broadhurst-Kreimer予想の n = 2の場合が正しい事がわかる 2. 結論からいえば, 一
般の深さに対する線形化複シャッフル空間も同様の性質を持ち, DShnの次元を決定する
事でBroadhurst-Kreimer予想の解決が期待される.

♣深さnの線形化複シャッフル空間 : 記号を用意する. 整数n ≥ 2に対し, Q[x1, . . . , xn]

の元への作用 sh
(n)
l ∈ Z[GLn(Q)] (1 ≤ l ≤ n− 1)を次で定める:

f(x1, . . . , xn)
∣∣sh(n)

l :=
∑
σ∈Sn

σ(1)<...<σ(l)
σ(l+1)<...<σ(n)

f(xσ−1(1), . . . , xσ−1(n)).

右辺の対称群 (対称行列)の作用の形式和は, 先ほど定義したシャッフル積の展開の別表
記となっている. 実際, 文字w1, . . . , wn達に対し, 次が成り立つ ([18]参照):

w1 · · ·wl x wl+1 · · ·wn =
∑
σ∈Sn

σ(1)<...<σ(l)
σ(l+1)<...<σ(n)

wσ−1(1) · · ·wσ−1(n). (3)

また, f ♯(x1, . . . , xn) := f(x1 + · · ·+ xn, . . . , xn−1 + xn, xn).

正規化された深さ nの多重ゼータ値の母関数を以下で定める (◦ ∈ {∗,x}):

F ◦
n(x1, . . . , xn) :=

∑
(k1,...,kn)∈Nn

Z◦
reg(zk1 · · · zkn)x

k1−1
1 · · · xkn−1

n .

2正確には一次独立性が問題になるが, 本稿ではDk,nが上限を与えていることが示せれば Broadhurst-
Kreimer予想が正しいと称することとする.
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命題 8. 整数 n > 1と l ∈ {1, . . . , n− 1}に対し, 次が成り立つ.

(i) F ∗
n ≡ Fx

n (mod Z(n−1) + Z(n) ∩ I2),

(ii) 0 ≡ F ∗
n

∣∣sh(n)
l ≡ (Fx

n )♯
∣∣sh(n)

l (mod Z(n−1) + Z(n) ∩ I2).

Proof. 最初の式は命題 5から従う. 調和積の定義からわかるように,

0 ≡ Z∗
reg(zk1 · · · zkl ∗ zkl+1

· · · zkn) (mod Z(n) ∩ I2)

≡ Z∗
reg(zk1 · · · zkl x zkl+1

· · · zkn) (mod Z(n−1) + Z(n) ∩ I2)

であるので, (3)よりF ∗
n

∣∣sh(n)
l ≡ 0が従う. 一方,シャッフル積は深さを保つので, zk1 · · · zkl x zkl+1

· · · zkn
の明示的な式を表記するのは難しいと思われる. しかし, 多重ゼータ値の積分表示を利用
する事により, シャッフル正規化による多重ゼータ値の母関数が

0 = (Fx
l )♯(x1, . . . , xl) · (Fx

n−l)
♯(xl+1, . . . , xn) = (Fx

n )♯(x1, . . . , xn)
∣∣sh(n)

l

を満たすことが確かめられる (参照:[13], 別証明は [12, Proposition 9]).

定義 9. （深さ nの線形化複シャッフル空間）整数 n > 1に対し,

DShn := {f ∈ Q[x1, . . . , xn] | f
∣∣sh(n)

l = f ♯
∣∣sh(n)

l = 0 (1 ≤ l ≤ n− 1)}.

特に, d次斉次成分をDShn(d)と書く.

系 7と同様にして, 以下を得る.

定理 10. (井原-金子-Zagier [13]) 整数 k > n > 1に対し,

dimM(n)
k ≤ dimDShn(k − n).

Remark. もし dimDShn(k − n)の母関数がDk,nの母関数と一致することが確かめら
れれば, Broadhurst-Kreimer予想が解決されたことになる. しかしながら, 現在のところ
DShn(d)の次元を調べるのは難しいようである. DShn(d)の次元に関して, Goncharov

氏 [10]によるGLn(Z)のコホモロジーを用いた評価や, 井原-落合 [14]によるコクセター
群 B3の不変式環への埋め込みを用いた評価などが知られる. これらの結果をまとめて
おく.

定理 11. 奇数 d > 0と整数 n > 0に対し, DShn(d) = {0} ([13, Prop. 17]). 偶数 d > 0

に対し, 次が成り立つ.

dimDSh2(d) =

[
d

6

]
= Dd+2,2 ([10],[13, Prop. 18]),

dimDSh3(d) =

[
d2 − 1

48

]
= Dd+3,3 ([10, 14]).
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3 Gangl-金子-Zagierの仕事
Broadhurst-Kreimer予想の深さ２の場合 (Zagier氏 [23, §8], [24, §3]の指摘が最初)から,

dimQ Z(2)
k

?
=

k

2
− 1− dimSk(SL2(Z)) (k : even)

を得る. これに対し, カスプ形式に付随する偶周期多項式からある具体的な２重ゼータ値
の間の関係式が得られる (GKZ関係式). これは, 最後の節で述べる純奇多重ゼータ値の
議論で重要な役割を果たす. 本節では, 先ず周期多項式を簡単に復習し, GKZ関係式の証
明を与える.

3.1 周期多項式

周期多項式は, カスプ形式に付随して定義されるものであるが, ここでは取り急ぎ天
下り的な周期多項式の導入をはかる (概ね Gangl-金子-Zagier[7]の記号に倣う). 多項式
F (X, Y )へのGL2(Z)の作用を以下で定め, これを群環 Z[GL2(Z)]に延長しておく:

F (X, Y )
∣∣( a b

c d ) = F (aX + bY, cX + dY ).

また, 主要なGL2(Z)の元を次のように置く.

S =

(
0 −1

1 0

)
, T =

(
1 1

0 1

)
, ε =

(
0 1

1 0

)
, δ =

(
−1 0

0 1

)
.

例えば, F (X, Y )
∣∣ε = F (Y,X), F (X,Y )

∣∣δ = F (−X,Y )である. この記号のもと, 周期多
項式の空間W を以下で定める:

W := ker(1− T − tT ) (= {P (X, Y ) ∈ Q[X, Y ] | P (X, Y )|(1− T − tT ) = 0}).

これまで同様, d次斉次部分をW (d)と表す. PGL2(Z)において, (1 − T − tT )S = (1 +

S) − (1 + TS + (TS)2)が成り立つことに注意する. 群 PSL2(Z)は Sと T で生成される
ため, P ∈ W に対しG = P

∣∣(1 + S) = P
∣∣(1 + TS + (TS)2)とおくと, Gが全ての SL2(Z)

の元で不変となり, そのようなGは 0しかない. 従って, P
∣∣(1 + S) = 0である. さらに,

この逆も明らかであるので, W = ker(1 + S) ∩ ker(1 + TS + (TS)2)がわかる. この表記
を用いると, ε(TS)ε = (TS)2よりP

∣∣ε = −P
∣∣δ ∈ W が直ちにわかる. W の εによる固有

値±1の固有空間W±に分解すると (tT = εTε):

W± = ker(1− T ∓ Tε).

注意 : P ∈ W−なら P
∣∣δ = P であり, これを偶周期多項式と呼ぶ.
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周期多項式とカスプ形式� �
周期多項式の空間の定義は, 後に出てきた表記W = ker(1+S)∩ker(1+TS+(TS)2)

により定める方がいささか自然である. これは,重さkのカスプ形式 f(z)に対し, n-th

周期 rn(f)が

rn(f) =

∫ ∞

0

f(it)tndt

と定義されるが (注意 : これを f のL-関数を使って書くと rn(f) = n!/(2π)n+1L(n+

1, f)), 本来の周期多項式は周期の母関数として定義される:

Pf (X,Y ) =

∫ i∞

0

f(z)(X − zY )k−2dz.

簡単な計算から (f の重さ k の保型性とカスプでの正則性を使う), Pf (X, Y )
∣∣γ =∫ γ−1(i∞)

γ−1(0)
f(z)(X − zY )k−2dzが確かめられるので, SL2(Z)の楕円点 S, TS において,

Pf (X, Y )
∣∣(1 + S) = Pf (X,Y )

∣∣(1 + TS + (TS)2) = 0がわかる. 周期多項式 Pf (X,Y )

が上記の関係式を満たす事から, 係数の比較により周期の間のQ上の線形関係式が
出てくる. 例えば, Pf (X, Y )

∣∣(1 + S) = 0より rn(f) = −(−1)nrk−2−n(f).

Pf (X, Y )の関係式は, Pf (X,Y )を (パラボリック)コホモロジー群H1
P (SL2(Z), Vk ⊗Q

C)の実現として捉えることにより, SL2(Z)の関係式からくることが明らかになる.

但し, Vkは２変数多項式の k − 2次斉次部分空間である;

Vk = Q[X,Y ](k−2).

カスプ形式 f ∈ Sk(SL2(Z))に対し, Z[SL2(Z)]-準同型写像 φf : SL2(Z) → Vk ⊗Q Cを
φf (γ) =

∫ γ−1(i∞)

i∞ f(z)(X − zY )k−2dzにより定めると, φf ∈ H1
P (SL2(Z), Vk ⊗Q C)で

ある. (例えばコサイクル φf (γ1γ2) = φf (γ1)
∣∣γ2 + φf (γ2)を確認するのは容易.) この

コホモロジー φf に対し, φf (S) = −Pf (X, Y ) ∈ W (k − 2)をとることにより周期多
項式が定まり, S2 = (TS)3 = 1 (PSL2(Z)上)によりコサイクルから φf (S) ∈ W がわ
かる. (より詳しいことは [17, 19]等を参照されたい.)� �
定理 12. (Eichler-志村-Manin [16]) 正の偶数 kに対し, 写像

r+ : Sk(SL2(Z)) → W+(k − 2)⊗Q C, f 7→ Pf (X, Y )
∣∣(1 + δ)

は同型写像となり,

r− : Sk(SL2(Z)) → W−(k − 2)⊗Q C, f 7→ Pf (X,Y )
∣∣(1− δ)

は余次元 1の単射となる.

Remark. 偶周期多項式の空間W−(d)はQ(Xd−Y d)を部分空間にもつ. そこで,W−(d) =
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W−,0(d)⊕Q(Xd − Y d)とおいて, W−,0(d)の dに関する直和をW−,0と表記する.

W−,0 =
⊕
d>0

W−,0(d).

3.2 GKZ関係式

Gangl-金子-Zagier[7]によって得られたGKZ関係式を述べる. 以下, kは正の偶数と仮
定する.

定理 13. (Gangl-金子-Zagier [7]) 偶周期多項式 P (X,Y ) ∈ W−(k − 2)に対し, qr,sを次
で定める.

P (X + Y, Y ) =
∑

r+s=k
r,s≥1

(
k − 2

r − 1

)
qr,sX

r−1Y s−1.

このとき, 次が成り立つ. ∑
r+s=k
r,s odd

qr,sζ(r, s) ≡ 0 (mod Qζ(k)).

例 1. 最初の非自明な偶周期多項式はX2Y 8 − 3X4Y 6 + 3X6Y 4 −X8Y 2 ∈ W−(10)であ
る. これに対して得られるGKZ-関係式は,

14ζ(9, 3) + 75ζ(7, 5) + 84ζ(5, 7) ≡ 0 (mod Qζ(12)).

簡単に定理13の証明を紹介する. 形式的２重シャッフル空間Dkを,記号Zk, Zr,s (r+s =

k, r, s ≥ 1)が張るQベクトル空間で, これらの間に次の関係式が入っていると仮定する.

Zr,s + Zs,r + Zk =
∑
i+j=k

((
i− 1

r − 1

)
+

(
i− 1

s− 1

))
Zi,j. (4)

(和
∑

i+j=kは i, j ≥ 1を動くと約束する.) すなわち,

Dk =
⟨Zk, Zr,s | r + s = k⟩Q

(relation (4))
.

命題 14. 有理数 ar,sに対し, 次は同値.

(i) 空間Dkにおいて, 次が成り立つ.∑
r+s=k

ar,sZr,s ≡ 0 (mod QZk).

(ii) k − 2次斉次多項式H(X, Y ) ∈ ker(1− ε, Vk)であって, 次を満たす.

H(X, Y )
∣∣(tT − 1) =

∑
r+s=k

(
k − 2

r − 1

)
ar,sX

r−1Y s−1.

13



Proof. 空間ker(1−ε, Vk)の基底Hr,s(X,Y ) =
(
k−2
r−1

)
(Xr−1Y s−1+Xs−1Y r−1) (r+s = k)に

対し,Hr,s

∣∣(tT−1)の係数を計算する. 例えば,
(
k−2
r−1

)
Xr−1(X+Y )s−1 =

∑
i+j=k

(
k−2
i−1

)(
i−1
r−1

)
X i−1Y j−1

等から,

Zr,s + Zs,r ≡
∑
i+j=k

((
i− 1

r − 1

)
+

(
i− 1

s− 1

))
Zi,j (mod QZk)

と対応することがわかる. Dkの関係式は全て (4)で生成されているので, 主張を得る.

定理 15. 有理数 qr,sは qr,s = qs,r (r, s : even)を満たすとする. これに対し, 次は同値.

(i) 空間Dkにおいて, 次が成り立つ.∑
r+s=k
r,s even

qr,sZr,s ≡ 3
∑

r+s=k
r,s odd

qr,sZr,s (mod QZk).

(ii) 偶周期多項式 P (X, Y ) ∈ W−(k − 2)であって, 次を満たす.

P (X,Y )
∣∣T =

∑
r+s=k

(
k − 2

r − 1

)
qr,sX

r−1Y s−1.

Proof. (ii)⇒(i)のみを示す. P (X,Y ) =
∑

r+s=k

(
k−2
r−1

)
pr,sX

r−1Y s−1 ∈ W−(k − 2)に対し,

Q(X, Y ) = P (X,Y )
∣∣T とおく. Q

∣∣(1− ε) = P
∣∣(T − Tε) = P より,

qr,s − qs,r =

{
pr,s r, s : odd,

0 r, s : even.
(5)

ここで, Qの δによる固有分解を Q = Qev + Qodとおき, Qev ∈ ker(1 − δ, Vk), Q
od ∈

ker(1 + δ, Vk)について考える. Qodは (5)より, 対称的である (i.e. Qod ∈ ker(1− ε, Vk)).

同様にQevは (5)より,

Qev =
∑

r+s=k

(
k − 2

r − 1

)
(pr,s + qs,r)X

r−1Y s−1 = P +Qev
∣∣ε (6)

となる. ここで, Qevの εによる固有分解をQev = Qev,+ +Qev,−, Qev,± ∈ ker(1∓ ε)と
おくと, (6)から 2Qev,− = P を得る. 結論から言うと, 命題 14より, 関係式 (i)を与える
多項式 F を見つければよいが, F として 2Qev,+ − 2Qodがとれる (対称的なのは明らか).

実際,

2Qev,−∣∣tT = P
∣∣tT = −P

∣∣Tε = −Q
∣∣ε = −Qev,+ +Qev,− −Qod,

(Qev,+ −Qev,− −Qod)
∣∣tT = Q

∣∣StT = P
∣∣TStT = P

∣∣S = −P = −2Qev,−

より, 下の式の２倍を上の式に加えると (2Qev,+ − 2Qod)
∣∣tT = −Qev,+ − 3Qev,− − Qod

となり,

(2Qev,+ − 2Qod)
∣∣(tT − 1) = Qod − 3Qev.
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定理 15から, Zr,s → ζ(r, s)という対応を考えると, 定理 15の (i)の関係式の左辺は,

qr,s = qs,rより ζ(r)ζ(s) (r + s = k, r, s even)と ζ(k)の線形和であることがわかる (調和
積を用いる). これにより, GKZ関係式 (定理 13)を得る.

4 Brown氏の仕事
線形化複シャッフル空間DShを

DSh :=
⊕
n>0

DShn =
⊕
d,n>0

DShn(d)

と定める. 但し, DSh1 :=
⊕

d>0Qx2d
1 とおく. §2の議論より, Broadhurst-Kreimer予想

の解決のためにはDShn(k − n)の次元の母関数がDk,nの母関数と一致していることを
確かめれば良いのだった. Brown氏 [4]において, これが空間DShの Lie環としての構造
に関するある予想に帰着される事が示された. 本節では先ずこの予想を紹介し, 多重ゼー
タ値の新たな問題 “純奇多重ゼータ値予想”を紹介する.

4.1 伊原括弧積

この部分節では, DShの Lie環を定める伊原括弧積を定義する. しかし, 伊原括弧積が
DShの括弧積を与えることの証明は与えない. このため, 実質この部分節は読み飛ばし
て頂いてもBrown予想を理解するのに差し支えない (詳しくは [4]を参照).

Q-双線形写像 ◦ を以下で定める.

◦ : Q[y0, . . . , yr]⊗Q Q[y0, . . . , ys] −→ Q[y0, . . . , yr+s]

f(y0, . . . , yr)⊗ g(y0, . . . , ys) 7−→ f ◦ g(y0, . . . , yr+s),

f ◦ g(y0, . . . , yr+s) =
s∑

i=0

f(yi, yi+1, . . . , yi+r)g(y0, . . . , yi︸ ︷︷ ︸
i+1

, yi+r+1, . . . , yr+s︸ ︷︷ ︸
s−i

)+

(−1)deg f+r

s∑
i=1

f(yi+r, . . . , yi+1, yi)g(y0, . . . , yi−1︸ ︷︷ ︸
i

, yi+r, . . . , yr+s︸ ︷︷ ︸
s−i+1

).

そこで, 伊原括弧積を以下で定める:

{f, g} = f ◦ g(0, x1, . . . , xr+s)− g ◦ f(0, x1, . . . , xr+s)

定理 16. (Goncharov-Racinet-Brown) DShは伊原括弧積 {, }により, ２重次数付き Lie

環 (bigraded Lie algebra)となる.
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すなわち,伊原括弧積 {, }は対称律, Jacobi律を満たし, fi ∈ DShni
(di)に対し, {f1, f2} ∈

DShn1+n2(d1 + d2)となる. 例えば,

{x2n1
1 , x2n2

1 } = (x2n1
1 x2n2

2 − x2n2
1 x2n1

2 )
∣∣(1− T + Tε), (7)

= x2n1
1

(
x2n2
2 − (x2 − x1)

2n2
)
+ (x2 − x1)

2n1
(
x2n2
1 − x2n2

2

)
+ x2n1

2

(
(x2 − x1)

2n2 − x2n2
1

)
.

4.2 Brown予想–線形化複シャッフル空間のLie環構造予想–

線形化複シャッフル空間DShは伊原括弧積により, ２重次数付き Lie環となる. DSh

の明らかな生成元 (DSh/{DSh,DSh} = DShabの生成元)で張られる, DShの部分 Lie

環をAとする.

A := LieQ[x
2
1, x

4
1, x

6
1, . . .].

Lie環Aの n変数多項式部分 (生成元 x2m
1 (m = 1, 2, . . .)を n− 1回伊原括弧積をとった

ものが張るベクトル空間)で, 多項式としての次数が dとなるAの部分空間をAn(d)と置
く. 以下に注意する.

An(d) ⊂ DShn(d). (8)

例 2. n = 2の場合:

A2(4) = {0}, A2(6) = Q{x2
1, x

4
1}, A2(8) = Q{x2

1, x
6
1},

A2(10) = Q{x2
1, x

8
1}+Q{x4

1, x
6
1}, A2(12) = Q{x2

1, x
10
1 }+Q{x4

1, x
8
1}.

Lie環Aは自由 Lie環ではない. 実際, A2における関係式が偶周期多項式から得られ
る. これは次のように簡潔に述べられる.

定理 17. (伊原-高尾, Schneps[20]) 偶数 d > 0に対し, 係数 an1,n2が∑
2n1+2n2=d
n1>n2>0

an1,n2{x2n1
1 , x2n2

1 } = 0

を満たすための必要十分条件は, 以下を満たす事である∑
2n1+2n2=d
n1>n2>0

an1,n2(X
2n1Y 2n2 −X2n2Y 2n1) ∈ W−,0(d).

Proof. 伊原括弧積 (7)より以下の完全系列が直ちに従う.

0 −→ W−,0 −→ DSh1 ∧DSh1 −→ A2 −→ 0.

但し, DSh1∧DSh1は
⊕

n1,n2>0 Q(x2n1
1 x2n2

2 −x2n2
1 x2n1

2 )と同一視していることに注意.

例 3. 例 1で見たように, (X2Y 8 −X8Y 2)− 3(X4Y 6 −X6Y 4) ∈ W−(10)である. これに
対し, 伊原括弧積の明示式 (7)を用いると {x2

1, x
8
1} − 3{x4

1, x
6
1} = 0がわかる.
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簡単な議論で dimA4(8) = 0であるが, dimDSh4(8) = 1である. 従って, 直ちに
A ⫋ DShであることがわかるが, Brown氏は論文 [4]において, Aに含まれないDShの
部分 Lie環を, 偶周期多項式から構成した. この構成を述べる. p(X,Y )をW−,0の元とす
る. p(X,Y )はいつもXY (X − Y )で割れることに注意する. そこで p0(X, Y ), p1(X, Y )

を以下で定める:

p0(X,Y ) = p(X,Y )/XY (X − Y ), p1(X, Y ) = p(X, Y )/XY.

定義 18. 偶周期多項式 p(X, Y ) ∈ W−,0に対し,

ep(y0, . . . , y4) :=∑
σ∈Z/5Z

(
p1(yσ(4) − yσ(3), yσ(2) − yσ(1)) + (yσ(0) − yσ(1))p0(yσ(2) − yσ(3), yσ(4) − yσ(3))

)
,

ep(x1, . . . , x4) := ep(0, x1, . . . , x4).

ここで σは巡回置換を意味する.

定理 19. (Brown[4]) 偶数 d > 0に対し, 次は単射.

e : W−,0(d) −→ DSh4(d− 2)

p(X, Y ) 7−→ ep(x1, . . . , x4).

DShはDSh1だけでは Lie環として張れないが, 定理 19でBrown氏の構成した “例外
元”(Brown氏の論文で exceptional elementという言い方をしており, 本稿では保型多重
ゼータ値と呼ぶものと対応する元である)を考えると, 全てのDShが得られるというの
がBrown予想の半分である. 本稿の目的であった, Brown予想–DShの２重次数付き Lie

環としての構造予想–とは, 以下のように述べられる.

予想 20. 線形化複シャッフル空間DShは次を満たす.

H1(DSh,Q) ∼= DSh1 ⊕ e(W−,0)

H2(DSh,Q) ∼= W−,0

Hi(DSh,Q) = 0 (i ≥ 3).

Remark. Brown氏の予想 20を噛み砕くと, 定理 19によって構成されたDSh4の元が張
るDShの部分 Lie環をWと表記すれば,

DSh
?
= A⊕W

(
W := LieQ(e(W

−,0))
)

が成り立つことが半分で, 残り半分は, DShの線形関係式は定理 17のA2における関係
式に尽きるということを言っている. また, 予想 20を仮定すると, DShn(k − n)の次元
の母関数が計算でき, それはDk,nの母関数と一致することが確かめられる (詳しくは [4]

を参照).
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4.3 Brown予想–純奇多重ゼータ値予想–

先ほどは線形化複シャッフル空間の議論であったのに対し, 多重ゼータ値の視線で予
想 20を考察する. 予想 20の解決で困難だと思われる部分の一つは, Aの線形関係式の研
究であり, すなわち次を示す事である.

予想 21. ∏
k>n>0

(
1

1− sktn

)dimAn(k−n)
?
=

1

1−O(s)t+ S(s)t2
. (9)

多項式と多重ゼータ値の対応を思い出すと, ζ(k1, . . . , kn)は xk1−1
1 · · · xkn−1

n の係数と
して対応付けられていたので, Aの代わりに全成分が 3以上の奇数である多重ゼータ値
ζ(2l1 +1, . . . , 2ln +1) (li ≥ 1)(純奇多重ゼータ値とよぶ)が張るZの部分代数の代数生成
元がAの代数生成元と対応するはずである 3. 従って, 純奇多重ゼータ値の張るベクトル
空間を低い深さの多重ゼータ値で割った空間の次元の母関数は (9)の右辺の表記を持つ
ことが予想される. これがBrown氏による純奇多重ゼータ値予想である.

純奇多重ゼータ値予想を述べるために, 記号を導入する. 重さが k, 深さが n以下の純
奇多重ゼータ値が生成するZkの部分ベクトル空間をO(n)

k と表す.

O(n)
k :=

⟨
ζ(k) ∈ Z(n)

k | ki ≥ 3 : odd
⟩
Q.

k ≡ n (mod 2)のとき, 次に注意.

O(n)
k ⊃ O(n−1)

k = O(n−2)
k ⊃ O(n−3)

k = O(n−4)
k ⊃ · · · .

ζ(2)が生成するZのイデアルを (ζ(2))と表す. このとき, 空間Zodd
k,n を, 重さ k, 深さ nの

純奇多重ゼータ値であって, 深さ n− 1以下の多重ゼータ値および, (ζ(2))の線形結合で
かけないものが張るベクトル空間とする.

Zodd
k,n = O(n)

k /(Z(n−1)
k ∩ O(n)

k + (ζ(2)) ∩ O(n)
k ).

予想 22. (Brown予想–純奇多重ゼータ値予想–) 次が成り立つ.

1 +
∑

k>n>0

dimZodd
k,n s

ktn
?
=

1

1−O(s)t+ S(s)t2
.

残りの紙面で, 予想 21, 22の知られている場合について整理して, 本稿を終わる.

♣ n = 2の場合 (線形化複シャッフル空間) : 予想 21から,

dimA2(k − 2) =

[
k − 2

6

]
(k : even)

3この観察をもとに, §1のM(n)
k の生成元の表を純奇多重ゼータ値を用いて表記した. 保型多重ゼータ値

とは, 純奇多重ゼータ値でない周期多項式からくる深さ４の例外元に対応するものを言っている (定理 19).
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である. 仮にAが自由Lie環だと仮定すると,その次元の母関数はPoincaré-Birkhoff-Witt

の定理 ([22, p226])から∏
k>n>0

(
1

1− sktn

)dimAn(k−n)

=
1− s

1− s(st+ 1)

となるが, t2 の係数を比較して dimA2(k − 2) = [(k − 4)/4] (k : even)を得る. とこ
ろで, 定理 17によって, A2(k − 2)にはちょうど dimW−,0(k − 2) = dimSk(SL2(Z)) =

[(k − 4)/4] − [(k − 2)/6]個の関係式が存在するので, 定理 12,17と (8)の帰結として,

A2 = DSh2を得る:

dimA2(k − 2) =

[
k − 4

4

]
− dimSk(SL2(Z)) =

[
k − 2

6

]
= dimDSh2(k − 2).

♣ n = 3の場合 (線形化複シャッフル空間) : Brown氏 [4]によれば, Goncharov氏の
議論からA3 = DSh3が従う. このことは, 例えばA3(12)の関係式が, (Jacobi律を除い
て){x2

1, {x2
1, x

8
1} − 3{x4

1, x
6
1}} = 0につきるということを言っている.

♣ n = 2の場合 (純奇多重ゼータ値) : 予想 22より, 次がわかる.

dimQ Zodd
k,2

?
=

k

2
− 2− dimSk(SL2(Z)).

定義から, Zodd
k,2 = ⟨ζ(2i+ 1, k − 2i− 1) | 1 ≤ i ≤ k/2− 1⟩Q/⟨πk⟩Qであるが, 生成元の間

にはGKZ関係式 (定理 13)が少なくとも dimSk(SL2(Z))個あるため, 次が従う.

dimQ Zodd
k,2 ≤ k

2
− 2− dimSk(SL2(Z)).

♣ n = 3の場合 (純奇多重ゼータ値) : 予想 22によると,∑
k>0

dimQ Zodd
k,3 s

k ?
= O(s)3 − 2O(s)S(s).

従って, 重さ 15で初めて純奇３重ゼータ値の間の線形関係式が現れる (２つ存在する).

ひとつは, 例 1で述べたGKZ関係式に ζ(3)をかけて調和積で展開した次の式である.

14(ζ(3, 9, 3) + 2ζ(9, 3, 3)) + 75(ζ(3, 7, 5) + ζ(7, 3, 5) + ζ(7, 5, 3))

+ 84(ζ(3, 5, 7) + ζ(5, 3, 7) + ζ(5, 7, 3)) ≡ 0 (mod Z(2)
15 ).

もう一つは,

36ζ(5, 5, 5) + 6ζ(5, 7, 3) + 15ζ(7, 5, 3)− 14ζ(9, 3, 3) ≡ 0 (mod Z(2)
15 )

であり, これは深さ３の複シャッフル関係式を用いて証明できる. 一般に, 重さ kの純
奇３重ゼータ値の関係式 (深さ２のGKZ関係式から来ていないような)を, 深さ３の複
シャッフル関係式から

∑k−3
d=12 dimSd(SL2(Z))個構成できれば, 深さ３の場合の純奇多重

ゼータ値予想の具体的な関係式を用いた解決が期待される.
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