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概要

多重ゼータ値および [多重] ゼータ関数の p 進理論について概説する．前半部では古庄
英和によって導入された KZ 型 p 進多重ゼータ値 ζKZ

p (k) の構成を概観し，その性質や
p 進 KZ 方程式との関係について論ずる．また，p 進ドリンフェルト結合子 Φp

KZ とド
リーニュ結合子 Φp

De との関係，および (KZ型) p 進多重ゼータ値 ζKZ
p (k) とドリーニュ

の p 進多重ゼータ値 ζDe
p (k) との関係について考察する．後半では，古典的な久保田–レ

オポルトの p 進 L 関数 Lp(s, χ) のコブリッツ p 進測度を用いた構成および，Lp(s, ω
a)

の正の整数点での特殊値と (KZ 型の) p 進ゼータ値 ζKZ
p (k) との関係を記述するコール

マンの公式の証明を概観した上で，それらの多重化に関する古庄英和，小森靖，松本耕二，
津村博文による最近の共同研究の成果と今後の課題を展望する．

本稿は，第 26回整数論サマースクール『多重ゼータ値』に於ける著者の同名講演の報告書
であり，多重ゼータ値および [多重] ゼータ関数の p 進理論 p-adic theory の概要をまとめる
目的で執筆されたものです．レオンハルト・オイラー Leonhard Euler によって最初に考察
された “奇妙な” 多重級数 (今日の 多重ゼータ値 multiple zeta values) が，後年になって豊
かな構造を持つ非常に興味深い研究対象であると再発見され，現在も (山本積分などの) 新た

な発見とともに実に多様な進化を遂げ続けていることは，
すで

既に本報告集の
かねこ

金子
まさのぶ

昌信先生の記
事 [金子 SS18] や

かわさき

川﨑
なほ

菜穂さんの記事 [川﨑 SS18] で詳しく解説されていることでしょう．そ
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んな魅力的な多重ゼータ値の理論 (およびその土台を形成する級数の理論 / 反復積分の理論)

は，有理数体 Q の (ユークリッド距離 | · |∞ による) 完備化である 実数体 R や，その代数的
閉包である 複素数体 C を舞台として展開されてきました．一方で，クルト・ヘンゼル Kurt

Hensel によって発見された p 進数体 Qp (およびその代数的閉包の完備化 Cp) は，有理数体
Q を p 進距離 | · |p と呼ばれる | · |∞ とは異なる距離関数で完備化したものであり，その意味
では実数体 R の “双子の兄弟” のような存在であると言えましょう (図 1 を参照)．p 進数体
の発見がその後の整数論の発展に与えた多大なる影響を考えると，「実 / 複素」世界 R, C で
展開されてきた多重ゼータ値の理論を，その “兄弟” たる「p 進」世界 Qp, Cp で構築するこ
とは，誰がどう考えたって とても面白くて魅力的な課題に違いありません．しかし，少し考察
を重ねると「p 進」世界で “ゼータ” を考えることが見かけ以上に難しい ことに

す

直ぐに気付か
されるでしょう; 「実 / 複素」世界では “ゼータ” の「定義」に他ならなかった [多重] ディリ
クレ級数 [multiple ] Dirichlet series が，「p 進」世界では まったく収束してくれない ので
すから (命題 1.1 を参照)．したがって，「p 進」世界で [多重] ゼータ値 / 関数の理論を展開す

るためには 発想を抜本的に転換し，
そもそも

抑々のスタート地点であったディリクレ級数表示を一旦
捨て去る 必要に迫られるのです．本稿では，最初に「p 進」世界で “ゼータ” を考えるのが何
故難しいのか という根本的な問題の背景を確認した上で，「p 進」世界ならではの様々な困難
を乗り超えるための画期的なアイデア に焦点を当てながら「p 進ゼータの世界」を概観してい
きます．近年 [Zha16] や [GF] など，多重ゼータ値の理論の包括的な解説書が幾つも執筆され

ており，多重ゼータ値の注目度の高さが
うかが

窺い知れますが，これらの解説書でも p 進多重ゼー
タ値は扱われておりません．総説的な文献があまり多くないことや「実 / 複素」世界での多重
ゼータ値の理論と様相が大分異なることも手伝って，残念ながら現在でも p 進多重ゼータ値 /

関数は「敷居が高い」と感じられる方が少なくないようです．本稿を通じて「p 進ゼータの世
界」への心理的障壁を取り除き，その魅力

あふ

溢れる世界を気軽に探索するためのお手伝いが出来
れば何よりです．

本稿は以下のように構成されています．第 1節では，
ふるしょう

古庄
ひでかず

英和さんによる p 進多重ゼータ
値 ζKZ

p (k) の “定義” について，その画期的なアイデアにスポットを当てて紹介します．「p 進」
世界では [多重] ディリクレ級数が “全然収束してくれない” ことを第 1.0節で観察した後，第
1.1節で多重ゼータ値の古典理論 (「実 / 複素」世界での理論) を 多重ポリログ関数 multiple

polylogarithm の観点から復習し，それと対比させる形で第 1.2節で KZ型 p 進多重ゼータ値
ζKZ
p (k) を “定義” します．

ただ

但し，この段階では「この “定義” がちゃんと機能しているのか?」

「ζKZ
p (k) は “多重ゼータ値” と呼ぶに

ふさわ

相応しい性質を備えているのか?」と言った，当然湧き上
がる疑問に完全には答えることは出来ません．そこで第 2 節では，先ず第 2.1 節で「実 / 複
素」の世界でも重要な役割を演じた KZ 方程式 KZ equation および ドリンフェルト結合子
Drinfel’d associator の「p 進版」Φp

KZ を導入し，(背景にあるコールマン積分論の詳細には
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目を
つむ

瞑ることにすれば)「実 / 複素」の世界での理論と 完全に並行した形式的な議論によって
ζKZ
p (k) の様々な性質が導き出されることを概観します．その後に続く第 2.2節では，ドリー
ニュにより導入された ドリーニュ結合子 Deligne associator Φp

De および ドリーニュの p 進
多重ゼータ値 ζDe

p (k) を，Φp
KZ を用いてやや “天下り” 的な方法で導入します．本稿の説明で

は Φp
De や ζDe

p (k) のような対象を考察する動機が全く分からないと思いますし，本稿ではこ
の節以降でドリーニュの p 進多重ゼータ値を本格的に扱う機会はないのですが，本稿に続く
やすだ

安田
せいだい

正大さんの記事 [安田 SS18b] や
せき

関
しんいちろう

真一朗さんの記事 [関 SS18] を読めば，実際に ζDe
p (k)

が
はちめんろっぴ

八面六臂の大活躍を演じる場面に遭遇出来るかと思います．第 2.3節では，p 進多重ゼータ
値に関して知られている結果や予想などをまとめました．取り急ぎ p 進多重ゼータ値の理論
の概要と現状を把握したいという目的で本稿を読まれるのであれば，第 2節まで目を通してい
ただくことで

あ

或る程度目的は達せられるかと思います．
第 3節では，サマースクールの講演でまったく紹介する時間がなかった p 進 [多重] L 関数

p-adic [multiple ] L-function について論じています．p 進 [多重] ゼータ関数の世界も，p 進
[多重] ゼータ値の世界に負けず劣らず非常に魅力的な世界で，第 1節や第 2節で紹介されたも
のとはまた異なる手法やアイデアに基づいて構築されています．第 3.0節では「p 進」世界で
「p 進 [多重]ゼータ 関数」をどう “定義” するか (

ある

或いは特徴付けるか) について簡単に論じ，第
3.1節で p 進測度論の基礎的な内容を駆け足で振り返った後，第 3.2節では論文 [FKMT17b]

の原型と言うべき 1変数の p 進 L 関数に
まつ

纏わる理論 (コブリッツの p 進測度とコールマンの
公式) を若干詳しく解説します．第 3.3 節では論文 [FKMT17b] の主要な結果を簡単に紹介
します．多重化された理論であるため [FKMT17b] の主結果はどれも非常に複雑な形をして

いますが，その
ほとん

殆どが第 3.2節の内容を直接 “多変数化” したものとなっているので，第 3.3

節では「どのような計算をすれば良いか」を解説するに留め，[FKMT17b] で展開される激し
い計算の詳細には踏み込まないことにしました．ちなみに，多重ゼータ値のサマースクールで
あるにも

かかわ

拘らず，本稿 (および講演) のタイトルには「多重ゼータ 値」ではなく「ゼータの
世界」という漠然とした表現が用いられていますが，そこには実は「p 進多重ゼータ 値 の話
だけではなく，どうしても p 進 [多重] ゼータ 関数の話にも触れたい!!」という著者の強い意
向が反映されています．それどころか，著者にとっては第 3節の内容こそが “メイン・ディッ
シュ” であり，前半 (第 1,2節) で展開された p 進 [多重] ゼータ値の理論と後半 (第 3節) で
展開される p 進 [多重] L 関数の理論が結び付く コールマンの公式 (定理 3.24, 定理 3.41) を
紹介することこそが，著者の “秘められた最終到達目標” であると言っても過言ではなかった
のですが，時間の関係で講演では (後ろ髪を引かれつつも) 第 3節の内容ごと削除せざるを得

ませんでした．
そもそも

抑々講演の際に一切話さなかった内容を報告集に書くのは
いかが

如何なものか，とは
著者自身も思いますが，著者の主たる研究分野である 岩澤理論 Iwasawa theory の観点から
すると，多重ゼータ関数の “負の整数点” での値を補間する “p 進関数” が (まだ改良の余地は
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あるものの) 構成されたということは極めて革新的な出来事であり，まだその実像が全く明ら
かになっていない “多重ゼータの岩澤理論的研究” へ向けた非常に大きな一歩であると思われ
たため，

あ

敢えて紙面を割いて紹介させていただこうと決意した次第です*1．末尾の付録 Aでは
p 進解析のごく基礎的な事項について，特に本稿を読む際に慣れておいた方が良いと思われる
ことを中心に簡単に

まと

纏めました．図 1 からも見て取れるように，「p 進」世界 (“Qp や Cp の世

界”) は「実 / 複素」世界 (“R や C の世界”) と
うりふた

瓜二つな経緯で構成される世界ですから，
そこ

其処

では
もちろん

勿論「実 / 複素」世界と似た現象も多数観察されますが (特に 複素関数論 との類似性)，

我々が「実 / 複素」世界で
つちか

培ってきた 直観を 大きく裏切る現象 も負けず劣らず大量に発生

します (
もちろん

勿論 位相の違い に起因するものです)．特に「p 進」世界にあまり
なじ

馴染みのない方は，

本稿を読み進めていく中で
かよう

斯様な “直観を裏切る現象” に
とまど

戸惑いや苦手意識を感じられてしま
うかもしれませんので，必要に応じて

てきぎ

適宜参照していただければ幸いです．

執筆当初の
もくろみ

目論見としては，上記の項目に加えて
⋆ コールマン積分論についての概説
⋆ [p 進] 多重ゼータ値の理論の “淡中解釈” についての概説
⋆ 久保田–レオポルトの p 進 L 関数の原論文 [KL64] での構成法についての概説

も付録として加筆する計画だったのですが，本論の分量が予想外に膨大になってしまったこ
と，原稿の締切との折合いがつかなかったことなどの諸事情が重なったため，これらについて
は

だんちょう

断腸の思いで割愛せざるをえませんでした (
ひとえ

偏に著者の計画性のなさが原因です)．特に

コールマン積分論については，原論文 [Col82] が (
ごしょく

誤植が大量にあることも含めて) 非常に読

みにくく，それでいて原論文の構成に沿った解説記事もあまり見当らないという現状を
かんが

鑑み
て，この絶好の機会に

ぜひ

是非 “気軽に読める” 概説記事を書きたいと意気込んでいたのですが，
実現することが出来ず大変

いかん

遺憾です．これらの項目について，また別の機会に他の場所で書か
せていただくか，このまま書き進めて “増補版” をウェブページなどで公開する形にするかは
まだ決め兼ねておりますが，近いうちに形に出来たら，と考えております．

本稿は報告集の解説記事と言うことで，伝統的な「定義」「命題」「証明」の様式に
のっと

則って
執筆していますが，この様式ではどうしても分量が多くなってしまうため，

どこ

何処に何が書かれ
ているか分かりにくくなってしまうという欠点があります．一方で，サマースクールでの講演
のレジュメでは，参加者が講演を聴きながら参照されることを

みこ

見越して，理論の流れや要点が
分かり

やす

易いようレイアウト等を工夫しました．完全に手前味噌ではございますが，かなり簡潔
かつ

みやす

見易いものに仕上がったと思いますので，理論の全体像を
ふかん

俯瞰されたい方は，例えば「最

*1 サマースクールの講演で話さなかった内容を報告集に執筆することを快く許可してくださったのみならず，記
事のページ数に制限を設けることなく自由に執筆させてくださったオーガナイザーの皆様に御礼申しあげます
(それにしても書き過ぎて，編集作業に支障をきたしてしまったことをこの場を借りてお詫び申しあげます)．
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初にレジュメを眺めてみた上で，必要に応じて本稿で細部を確認する」などと言った，
おのおの

各々に
合った形で本報告書とレジュメを

うま

巧く活用していただければと存じます*2．また，技術的な点
へのコメントや補足事項を「注意」として，本論からは外れるものの興味深い関連事項を「雑
談」としてまとめました (

ただ

但し，両者の境界はあまり厳密ではありません)．予想外に「注意」

「雑談」の数が増えてしまったため，最初に目を通される際には「注意」「雑談」は
いったん

一旦保留とし
て読み進めた方が良いかもしれません．

ある

或いは逆に「注意」「雑談」を拾い読みしていくのも，
本論とはまたひと味違った数学の世界をお楽しみいただける “通の読み方” としてお薦めです．

■ 全体的な記号の約束 本稿では N は 1 以上の整数 (自然数) 全体の集合を表すものとし，
0 以上の整数 全体の集合を表す際は記号 Z≥0 を用いることとします．また，Cp の p 進付値

は |p|p =
1

p
と正規化されたものを考えています．多重ゼータ値の理論で標準的に用いられる

以下の記号や用語は本稿でも断り無く用います;

⋆ 指数 index k = (k1, k2, . . . , kr) ∈ Nr

およびその 重さ weight wt(k) = k1 + k2 + . . .+ kr, 深さ depth dep(k) = r

⋆ 指数 k が 許容的 admissible 定義⇔ kr > 1

また，P1(C) = C ∪ {∞} や P1(Cp) = Cp ∪ {∞} の部分集合として
⋆ 中心 a, 半径 r の “開円盤” D−

a (r) := {z | |z − a|∗ < r}
⋆ 中心 a, 半径 r の “閉円盤” D+

a (r) := {z | |z − a|∗ ≤ r}
の記号も特に断りなく用います (∗ は ∞ か p を表すものとします)．

■ 謝辞 多重ゼータ値に関しては門外漢であるにも
かかわ

拘らず，
かよう

斯様な大舞台で講演する機会を
いただ

戴き誠に光栄です．世話人の
たさか

田坂
こうじ

浩二さん，
さくがわ

佐久川
けんじ

憲児さん，
みしば

三柴
よしのり

善範さんに篤く御礼申し
上げます．また，サマースクールの世話人・講演者の皆様と名古屋大学の古庄英和さん，東京
電機大学 (当時) の

なみかわ

並川
けんいち

健一さんには，私の
つたな

拙い講演練習にお付き合いいただき，講演内容の

向上に向けた数々の有益な指摘をしていただきました．特に佐久川憲児さん，
せき

関
しんいちろう

真一朗さん，
やすだ

安田
せいだい

正大さん，
やまもと

山本
しゅうじ

修司さんからは，技術的な点や最新の研究成果について鋭い質問・コメン
トを

あまた

数多
いただ

戴き，著者自身大変勉強になりました．その多くが講演，レジュメ並びに本稿に反
映されていると思います．報告集の記事の執筆の際には，三柴善範さん (第 1, 2節)，佐久川憲

児さん (第 3節)，
おの

小野
まさたか

雅隆さん (全体) に原稿をチェックしていただいた上で，数学的な
かし

瑕疵

からタイプミス等の
ごしょく

誤植に至るまで様々なコメントをいただきました．お
かげ

陰で本稿が読むに耐
えない初稿の段階からかなり読み易いものに改善されたことに疑いの余地はありません．最後
に，非常に盛況で素晴しい集会となった本年度のサマースクールに，講演者の 1人として参加
することが出来て最高に幸せでした．本当にありがとうございました．

*2 レジュメは http://www.ist.aichi-pu.ac.jp/~tasaka/ss2018/Hara_resume.pdf より入手出来ます．
ただ
但し，若干誤植や数学的不備が残っているため，正確な内容は本稿を参照していただけると幸いです．
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§ 1 p 進多重ポリログ関数から p 進多重ゼータ値へ

本節では，「p 進」世界で “ゼータ” を考えることが何故 “難しい” のかを第 1.0節で確認した
後，古庄英和さんによる (KZ型の) p 進多重ゼータ値 ζKZ

p (k) の巧みな定義を紹介します (第
1.2節)．古庄さんの構成のアイデアは，「実 / 複素」の世界でも有用な 「多重ゼータ値を多重
ポリログ関数の特殊値として捉え直す」という観点に基づくものですが，サマースクールのこ
れまでの講演 (および報告集の記事) では，多重ゼータ値と多重ポリログ関数の関係について
あまりクローズアップされてこなかったように思われますので，「実 / 複素」の世界での多重
ポリログ関数の理論も第 1.1節に簡単にまとめました．
なお「p進」世界 (Qpや Cpの世界)にまったく

なじ

馴染みがないと言う方は，
あらかじ

予 め [加藤中井 16]

などの文献で「p進」世界に慣れてきてから本稿に挑まれることをお
すす

薦めします．[加藤中井 16]

は，ペレリマン数に
まつ

纏わる「数遊び」に興じているうちに自然と p 進数について学習出来てし
まうという大変な秀作で，いちおしの一冊です．また，サマースクールの講演の際にも紹介し
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てしまいましたので，著者が雑誌『数学セミナー』2018年 10月号に
きこう

寄稿した一般向けの解説
記事 [原 18] も参考文献として挙げておきます．

§ 1.0 序奏:「p 進」世界の “ゼータ” は何故 “難しくて分かりづらい” の??

サマースクールの序盤の講演 (および報告集の記事 [金子 SS18] など) でも紹介されてきた
ように，「実 / 複素」の世界では指数 k = (k1, k2, . . . , kr) に対する 多重ゼータ値 multiple

zeta values ζ(k) は “多重ディリクレ級数” (またはオイラー–ザギエ型多重ゼータ関数)

ζEZ(s1, s2, . . . , sr) :=
∑

0<n1<n2<...<nr

1

ns11 n
s2
2 · · ·n

sr
r

· · · (EZ)

の (s1, s2, . . . , sr) = (k1, k2, . . . , kr)での特殊値として定義されます．この特殊値は kが許容
的 admissibleであるとき (即ち kr > 1であるとき)には収束して，

あ

或る実数を定めるのでした
(例えば [荒川金子 10, 補題 1.1.2] を参照)．それならば，“p 進多重ゼータ値” ζp(k) は同様に，
「p 進」世界で “多重ディリクレ級数” (EZ) を考えて，その (s1, s2, . . . , sr) = (k1, k2, . . . , kr)

での “特殊値” として定めてしまえば良さそうな気がします．しかし，このような安直な “定
義” には致命的な問題点があります; 「p 進」世界では，どんな指数 k に対しても級数 (EZ)

は決して収束しないのです (!! )

命題 1.1. 任意の (k1, . . . , kr) ∈ Nr に対して，無限級数
∑

0<n1<...<nr

1

nk1
1 n

k2
2 · · ·n

kr
r

は

Cp では発散する．

【証明】 最初に a
(r)
N :=

∑
0<n1<...<nr−1<N

1

nk1
1 · · ·n

kr−1

r−1 N
kr

とおくと，考えている無限級数

を
∑

0<n1<...<nr

1

nk1
1 · · ·n

kr
r

=
∞∑

N=1

a
(r)
N と表せることに注意しましょう*3．以下，命題の主張を

指数 k の深さ r = dep(k) に関する帰納法により証明します．
ま

先ず r = 1 のときは，任意の
自然数 N に対して |a(1)N | = |Nk1 |−1

p ≥ 1 となるので，{a(1)N }∞N=1 は (p 進位相に関して) 0 に

収束しません．無限級数
∞∑

N=1

a
(1)
N =

∞∑
n1=1

1

nk1
1

が収束するならば a
(1)
N

N→∞−−−−→ 0 となる
はず

筈です

から，以上の議論により
∞∑

N=1

a
(1)
N =

∞∑
n1=1

1

nk1
1

が発散することが分かります．続いて r > 1 の

ときは，簡単な計算から |a(r)N |p = |Nkr |−1
p ·

∣∣∣∣∣
N−1∑
k=1

a
(r−1)
k

∣∣∣∣∣
p

≥

∣∣∣∣∣
N−1∑
k=1

a
(r−1)
k

∣∣∣∣∣
p

· · · (∗) となりま

*3 総和記号の条件を満たす (n1, n2, . . . , nr−1) が存在しない場合は a
(r)
N = 0 と定義することにします．
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すが，帰納仮定より
∞∑
k=1

a
(r−1)
k は収束しません．したがって不等式 (∗) により {a(r)N }∞N=1 も

(p 進位相に関して) 0 に収束しないことが分かるので*4，先程と同様の議論により
∞∑

N=1

a
(r)
N が

発散することが示されました．

注意 1.2. 命題 1.1 の証明で用いた『無限級数
∞∑

n=1

an が収束するならば数列 {an}∞n=1 は

0 に収束する』という性質は，「実 / 複素」の世界でも「p 進」世界でも同様に成り立ちま

す*5．一方で逆の主張『数列 {an}∞n=1 が 0 に収束するならば無限級数
∞∑

n=1

an は収束する』

が「実 / 複素」の世界でまったく成り立たないことは良く知られていますし，直観的にも
明らかでしょう．ところが「p 進」世界ではこの 逆の主張も成り立ってしまう*6のですか
ら，「p 進」世界に慣れていない人なら驚かれるのも無理はありません．このように「p 進」
世界では「実 / 複素」の世界での直観を裏切る現象が

しばしば

屡々起こりますが，その原因を探っ
てゆくと大抵の場合は p 進付値 | · |p の極めて特徴的な性質である 強三角不等式 strong

triangle inequality |x+ y|p ≤ max{|x|p, |y|p}に辿り着くのです (第 A.1節も参照)．

命題 1.1 は「“多重ディリクレ級数” (EZ) の特殊値として多重ゼータ値を定義する」という
観点に捉われていては 「p 進」世界では多重ゼータ値を定義することすら出来ない ことを示
唆しているのですから，“多重ゼータ値は多重ディリクレ級数の特殊値である” という観点を
一旦捨て去る より他にありません．この困難な状況を乗り超えて「p 進」世界で多重ゼータ値
を定義するための鍵となるのが，「実 / 複素」の世界でも活躍した 多重ポリログ関数 multiple

polylogarithm の理論です．次の小節 (第 1.1節) で「実 / 複素」の世界での多重ポリログ関数
の理論について振り返った後，第 1.2節で p 進多重ポリログ関数を用いた p 進多重ゼータ値
ζKZ
p (k) の定義 (古庄英和さんによる) を紹介することにしましょう．

雑談 1.3. p 進 L 関数の理論に少しでも触れられたことがある方ならば「p での因子を
取り除いていないのが問題なのではないか?」と考えられるかもしれません．確かに ni が
p で割り切れる項は p 進付値が非常に大きくなってしまうため，p 進 L 関数を考える際
には “p での (オイラー) 因子を取り除く” ことが

しばしば

屡々なされます．しかしながら (EZ) を∑
0<n1<n2<...<nr

p∤n1,...,p∤nr

1

nk1
1 n

k2
2 · · ·n

kr
r

という級数に取り替えたところで
やは

矢張り まったく収束しな

*4 ε-δ 論法により簡単に正当化出来ますので，気になった人は確認してみましょう．

*5 仮定から aN =

N∑
n=1

an −
N−1∑
n=1

an の右辺の各総和が N → ∞ で同じ値に収束する，というだけのことです．

*6 実際 an
n→∞−−−−→ 0 ならば，強三角不等式を用いて部分和の数列

{
N∑

n=1

an

}∞

N=1

がコーシー列となることが

簡単に確認出来ます．強三角不等式の簡単な練習問題ですので，各自確認してみてください．
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い ことは，命題 1.1と同様にして確認出来ます．この観察からも，「ディリクレ級数が収束
するように少し細工を

ほどこ

施す」という戦略は現実的ではなく，本質的に 別の角度からのアプ

ローチが必要である ことが
うかが

窺い知れるのではないでしょうか．

雑談 1.4. 命題 1.1 の証明を眺めていると，p 進付値の定義 |n|p = p−ordp(n) のせいで
n−ki の付値が大きくなってしまう ことが，(EZ) の (s1, s2, . . . , sr) = (k1, k2, . . . , kr) で
の収束を妨げている最大の要因のように感じられます．それならば，逆に (EZ) の 負の整
数点での値，即ち (EZ) の (s1, s2, . . . , sr) = (−k1,−k2, . . . ,−kr) での特殊値 を考えた方
が “収束しやすい” のではないでしょうか——? 実際に深さが 1 の場合は，「χで

ひね

捻った羃
和の平均」の (「p 進」世界での) 極限を考えると一般化関–ベルヌーイ数 (つまり “ディリ
クレ L 関数の負の整数点での特殊値”) に収束することが知られており (ヴィットの極限公
式 Witt’s limit formula の一般化，[森田 81] の 4ページも参照してください)，久保田富
雄とハインリッヒ-ヴォルフガング・レオポルトはその事実に基づいて今日 久保田–レオポ
ルトの p 進 L 関数 と呼ばれる関数 Lp(s, χ) を構成したのでした [KL64]．「p 進 L 関数」
と聞くとどうしても “難しそうな対象” という印象を持たれてしまうようですが，最初はこ
のような極めて “素朴な” 着想から作られていたんですね．

§ 1.1 「実 / 複素」世界での理論を振り返って

それでは「p 進」世界で [多重] ゼータ値を考察するための準備段階として，
ま

先ずは「実 / 複
素」世界 での理論の概要を，特に 多重ポリログ関数 に焦点を当てつつ概観してゆきましょう．

§ 1.1.1 多重ポリログ関数と多重ゼータ値

早速ですが 多重ポリログ関数 Lik(z) にご
とうだん

登壇いただくことにしましょう;

定義 1.5 (多重ポリログ関数). k = (k1, k2, . . . , kr) ∈ Nr 及び z ∈ C に対して，羃級数

Lik(z) = Lik1,k2,...,kr (z) :=
∑

0<n1<n2<...<nr

znr

nk1
1 n

k2
2 · · ·n

kr
r

· · · (Li)Ser

(の絶対収束域) で定義される複素関数 Lik(z) = Lik1,k2,...,kr (z) を (1 変数) 多重ポリロ
グ関数 (one-vriable) multiple polylogarithm と呼ぶ．

雑談 1.6. 深さ r が 1 のとき (つまり k = (k) のとき) に
べき

羃級数 Lik(z) =

∞∑
n=1

zn

nk
で定

義される関数が，
こんにち

今日 ポリログ関数 polylogarithm と呼ばれている関数です．ポリログ関
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数を指して「多重対数関数」と称する文献も存在しますが*7，“multiple” の訳語も「多重」
であることから “multiple polylogarithm” が「多重多重対数関数 (?! )」となってしまうた
め，仕方なく (かどうかは分かりませんが) “polylog” の方をそのまま片仮名で「ポリログ」

と書いてしまうことが多いようです．
なお

尚，ポリログ関数は エルンスト・ジャン・フィリッ
プ・フォーク・ド・ジョンキエール Ernest Jean Philippe Fauque de Jonquière によっ
て精力的に研究されたことから ド・ジョンキエール関数 de Jonquière function と称す
る文献も見られます．

雑談 1.7. 「
なぜ

何故 z の指数として nr だけを考えるのか?」と不思議に思われる方もいらっ
しゃるかもしれません．実際，より一般に

Lik(z1, z2, . . . , zr) :=
∑

0<n1<n2<...<nr

zn1
1 zn2

2 · · · znr
r

nk1
1 n

k2
2 · · ·n

kr
r

という形の 多変数 多重ポリログ関数も自然に考えることが
でき

出来て，
ジャオ

赵
ジァンキァン

健强 などにより
精力的に調べられています (例えば [Zha16, Section 2] を参照)．上記の 1 変数 多重ポリ
ログ関数 Lik(z) は z1 = z2 = . . . = zr−1 = 1 で特殊化して得られるもので，多重ゼータ
値との関係性を調べる上では (最終的に zr = 1 に特殊化してしまうので) 1変数の多重ポ
リログ関数を考えれば十分なのです．

対数関数のマクローリン展開の公式から Li1(z) =

∞∑
n=1

zn

n
= − log(1 − z) となることは容

易に分かります．分母の n を
べき

羃乗 nk にしたり個数を増やしたりしているので “多重” “ポリ”

ログ関数と呼ぶわけですね．その名が示す通り，多重ポリログ関数は対数関数と似た性質を
色々と持っていますが，ここでは 収束半径 に関する次の命題を紹介しましょう．

命題 1.8. 多重ポリログ関数 Lik(z) の収束半径は 1 である．

この命題は 指数 k が 許容的でなくても成り立つ ことに注意して下さい．つまり，k が許

容的でなくても |z|∞ < 1 ならば Lik(z) は収束します．非常に基本的な命題であるにも
かかわ

拘ら

ず，意外なことに証明について言及している (
ある

或いは適切な文献を引用している) 文献があま
り見当たりません．とは言え微分積分学の演習問題程度の内容かな，と思って証明は割愛しよ
うと思ったのですが，著者が試してみたところ多重版の証明は案外細かな評価を必要とするた
め，証明を掲載しておくことにしました (もっとエレガントに証明出来る気もしますが……)．

【証明】 先ずは
べき

羃級数 Lik(z) の zN の係数を a
(r)
N =

∑
0<n1<...<nr−1<N

1

nk1
1 · · ·n

kr−1

r−1 N
kr

と

*7 例えば Wikipedia のページ https://ja.wikipedia.org/wiki/多重対数関数 など．
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おきましょう*8．また，計算の便宜上 s
(r)
N :=

N∑
k=1

a
(r)
k と定めます．このとき，簡単な考察か

ら a
(r)
N =

s
(r−1)
N−1

Nkr
となることが分かります．以下 lim

N→∞

a
(r)
N+1

a
(r)
N

= 1 が成り立つことを指数

k の 深さ r に関する帰納法 によって示しましょう (このとき，
いわゆる

所謂 ダランベールの判定法

d’Alembert criterion によって
べき

羃級数 Lik(z) の収束半径が 1 となることが従います)．
ま

先

ず r = 1 のときは
a
(1)
N+1

a
(1)
N

=

(
N

N + 1

)k1
N→∞−−−−−→ 1 が直接確認出来ます．次に r > 1 のとき

は，先程の注意から

a
(r)
N+1

a
(r)
N

=
(N + 1)−krs

(r−1)
N

N−krs
(r−1)
N−1

=

(
N

N + 1

)kr s
(r−1)
N−1 + a

(r−1)
N

s
(r−1)
N−1

=

(
N

N + 1

)kr
(
1 +

a
(r−1)
N

s
(r−1)
N−1

)

が成り立つので， lim
N→∞

a
(r)
N+1

a
(r)
N

= 1 が成り立つことは lim
N→∞

a
(r−1)
N

s
(r−1)
N−1

= 0 が成り立つことと同

値であることが分かります．
ここ

此処で帰納仮定 lim
N→∞

a
(r−1)
N−1

a
(r−1)
N

= 1 を具体的に書き下しますと

(計算の都合上分母と分子を入れ替えた形にしています)，十分に小さい 任意の 正の実数 ε に

対して自然数 N0 が存在し，N > N0 なるすべての自然数に対して

∣∣∣∣∣a
(r−1)
N−1

a
(r−1)
N

− 1

∣∣∣∣∣ < ε が成り

立つことになりますので，式変形をして a
(r−1)
N−1 > (1− ε)a(r−1)

N という不等式を得ます．こ

の不等式を用いて a
(r−1)
N

s
(r−1)
N−1

を

a
(r−1)
N

s
(r−1)
N−1

=
a
(r−1)
N

a
(r−1)
1 + . . .+ a

(r−1)
N0−1 + a

(r−1)
N0

+ . . .+ a
(r−1)
N−2 + a

(r−1)
N−1

<
a
(r−1)
N

a
(r−1)
1 + . . .+ a

(r−1)
N0−1 + (1− ε)N−N0−1a

(r−1)
N−1 + . . .+ (1− ε)a(r−1)

N−1 + a
(r−1)
N−1

=
a
(r−1)
N

a
(r−1)
1 + . . .+ a

(r−1)
N0−1︸ ︷︷ ︸

N に依らない正の定数として評価

+ 1−(1−ε)N−N0

1−(1−ε) a
(r−1)
N−1

<
a
(r−1)
N

1−(1−ε)N−N0

ε a
(r−1)
N−1

=
ε

1− (1− ε)N−N0
·
a
(r−1)
N

a
(r−1)
N−1

*8 総和記号の条件を満たす (n1, n2, . . . , nr−1) が存在しない場合は a
(r)
N = 0 と定義することにします．
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と評価出来るため，N → ∞ として再び帰納仮定から不等式 0 ≤ lim sup
N→∞

a
(r−1)
N

s
(r−1)
N−1

≤ ε が導か

れます．正の数 ε は 任意に 選んでいたので，目標としていた極限式 lim
N→∞

a
(r−1)
N

s
(r−1)
N−1

= 0 を得

ました．

次の命題は，多重ポリログ関数と多重ゼータ値の関係を記述する非常に重要なものですが，
多重ポリログ関数の定義から直観的には “ほぼ明らか” でしょう．

命題 1.9 (多重ポリログ関数と多重ゼータ値の関係). k = (k1, k2, . . . , kr) が 許容的 指

数 (つまり kr > 1) であるとき
�
�

�

lim

|z|∞<1
z→1

Lik(z) = ζ(k) が成り立つ．

注意 1.10. 「z = 1 を代入すれば良いだけじゃん!!」という話ではありますが，z = 1 は
収束円盤の境界上 であるため，「極限値として正しく多重ゼータ値に収束するか」は一応
チェックする必要があります．また 多重ポリログ関数 Lik(z) の z = 1 での特殊値が多重
ゼータ値 ζ(k) である という観点は，言われてみれば “当たり前” ですが，その舞台裏で
は 革新的な「視点の転換」がなされています．この「視点の転換」を通じて，第 1.2節では
「p 進」世界での多重ゼータ値 ζKZ

p (k)を “p 進多重ポリログ関数 Li
p,(a)
k (z) の z = 1 での

特殊値” として定義することになるのですから．最後の注意として，極限を取る際に付され
た「|z|∞ < 1」という条件は，次の小節で Lik(z) を解析接続した後に見返すと「多重ポリ
ログ関数を 主分枝に制限して 極限をとる」ことを意味していることが分かります．このよ
うな極限の扱いも「p 進」世界での理論 (特に定義 1.20) と比較してみると面白いでしょう．

【証明】 指数 k が許容的ならば多重ゼータ値 ζ(k) は収束する (例えば [荒川金子 10, 補題
1.1.2] などを参照) ので，|z|∞ ≤ 1 のとき∣∣∣∣∣ ∑

0<n1<...<nr

znr

nk1
1 n

k2
2 · · ·n

kr
r

∣∣∣∣∣
∞

≤
∑

0<n1<...<nr

|z|nr
∞

nk1
1 n

k2
2 · · ·n

kr
r

≤
∑

0<n1<...<nr

1

nk1
1 n

k2
2 · · ·n

kr
r

= ζ(k) <∞

より，優級数定理から Lik(z) は収束します．したがって Lik(z) の収束半径が 1 よりも真に
大きくなる (つまり “|z|∞ = 1 まで解析接続出来る” ) ので，特に題意が従います*9．

*9 (マニアックな注) 定理の主張を見ると，
いか
如何にも

べき
羃級数に対する アーベルの連続性定理 から

ただ
直ちに従いそ

うな気がしますが，複素版 のアーベルの定理には
いわゆる
所謂 ストルツ角の条件 Stolz angle condition が課さ

れてしまうため，今回の設定で適用しようとすると
かえ
却って面倒な条件が付いてします ([Ahl78, Chapter 2,

Theorem 3] 参照)．
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§ 1.1.2 多重ポリログ関数の反復積分表示と解析接続
べき

羃級数の収束半径内では，項別微分だろうと項別積分だろうと
や

遣りたい放題ですので，多重
ポリログ関数の定義式 (Li)Ser を項別微分することで，次の微分方程式を得ます．

命題 1.11. |z|∞ < 1 のとき，多重ポリログ関数 Lik(z) は次の微分方程式を満たす;

d

dz
Lik1,k2,...,kr (z) =


1

z
Lik1,k2,...,kr−1(z) (kr ≥ 2 のとき),

1

1− z
Lik1,k2,...,kr−1

(z) (kr = 1 のとき),

d

dz
Li1(z) =

1

1− z
.

さすが

流石に高校生レベルの微分の計算ですので，証明は割愛します．ヒントとして kr = 1 のと
きに現れる 1

1− z
という項が 幾何級数の公式 1

1− z
= 1+z+z2+ . . . に由来している，とい

うことだけをお伝えして，先に進みましょう．さて，Lik(0) = 0 であることは定義式 (Li)Ser

から
ただ

直ちに従いますから，(今のところ |z|∞ < 1 の条件下 では) 命題 1.11の微分方程式を繰

り返し用いて Lik1,k2,...,kr
(z) を 1 次微分形式 ω0 =

dt

t
と −ω1 =

dt

1− t
の 反復積分 iterated

integral として表す ことが出来ます．例えば次の計算のように，実際に具体的な指数 k に対
して Lik(z) を手計算で反復積分に書き直してみると，

す

直ぐに納得出来るはずです．

Li2,1(z) =

∫ t3=z

t3=0

1

1− t3
Li2(t3) dt3 =

∫ t3=z

t3=0

{∫ t2=t3

t2=0

1

t2
Li1(t2) dt2

}
dt3

1− t3

=

∫ t3=z

t3=0

{∫ t2=t3

t2=0

(∫ t1=t2

t1=0

dt1
1− t1

)
dt2
t2

}
dt3

1− t3
.

反復積分の記号を用いて，
ここ

此処
まで

迄の話をまとめておきましょう．

反復積分の記号についての規約

X(C) = P1(C) \ {0, 1,∞} 上の 区分的に滑らかな (整った) 道 γ : [0, 1] → X(C)
と，X(C) 上の微分 1形式 ω1, ω2, . . . , ωr に対して∫

γ

ω1ω2 . . . ωr

(
または

∫
γ

ω1 ◦ ω2 ◦ . . . ◦ ωr

)
:=

∫
0<t1<t2<...<tr<1
−−−−−−−−−−−−−−→

γ∗ω1(t1) ∧ γ∗ω2(t2) ∧ . . . ∧ γ∗ωr(tr)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

と定めます．この記法は “前の微分形式から順に 積分する” という順序で書かれて
いますが，文献によっては “後ろの微分形式から順に積分する” 流儀を採用している
場合も少なくない*10ので 良く注意してください!! なお，積分値が道の始点 α と終
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点 β にしか依らない場合には，単に
∫ β

α

ω1ω2 . . . ωr と書くこととします．また，

道の始点や終点には 0 や 1 での 接基点 tangential base point も含めることとしま
す (接基点や尖点的な道，整った道などの用語については，

やまもと

山本
しゅうじ

修司さんの解説記
事 [山本 SS18, 1.2節] を参照してください; 山本さんの記事の記号を用いるならば
γ は “接基点付き空間 X̃(C) の道” と書かれるべきものですが，普遍被覆空間と大
変紛らわしいのでこの記号は用いないことにしました)．

命題 1.12 (多重ポリログ関数の反復積分表示). X(C) = P1(C) \ {0, 1,∞} 上の有理微

分形式 ω0, ω1 を
それぞれ

其々
�



�
	ω0 =

dt

t
, ω1 =

dt

t− 1
と定めると*11，多重ポリログ関数 Lik(z)

は次のような 反復積分表示 を持つ;

Lik(z) =

∫
γz

(−ω1)ω0 . . . ω0︸ ︷︷ ︸
k1−1

(−ω1)ω0 . . .︸ ︷︷ ︸
k2−1

. . . (−ω1)ω0 . . . ω0︸ ︷︷ ︸
kr−1

· · · (Li)Int

ただ

但し γz : [0, 1]→ X(C) は 0 (正確には接基点 −→01 = 10 = 0) と z を結ぶ整った道とする．

表示 (Li)Int に
お

於いて γz を “まっすぐな道” dch (定義は山本修司さんの記事 [山本 SS18, 例
3.3] を参照) としたものが 多重ゼータ値 ζ(k) の反復積分表示 [荒川金子 10, 定理 1.2.1] に他
なりません (川﨑菜穂さんの記事の山本積分表示 [川﨑 SS18, 例 1.2の直前] も参照)．

命題 1.12の主張では「|z|∞ < 1」という条件を外してしまいました．
なぜ

何故ならば ω0, ω1 と

いう微分形式は非常にシンプルなものなので，
もはや

最早 開円盤 D−
0 (1) := {z ∈ C | |z|∞ < 1} 内

に留まらず X(C) 内の 0を始点とする道に対して線積分することが可能である からです．つ
まり反復積分表示 (Li)Int は，多重ポリログ関数 Lik(z) の 普遍被覆空間 X̃(C) 上の関数とし
ての (

ある

或いは X(C) 上の 多価関数 としての) 解析接続 analytic continuation を与えているこ
とになります．解析接続された関数 Lik(z) の多価性は，良く知られているように γ が終点 z

に着くまでに ω0, ω1 の極 0, 1 を “何回回ったか” に応じて積分値が変わる (つまり モノドロ
ミー monodromy が生じる) ことに由来しています．詳細は (深さ 1の場合しか扱われていま

せんが)
こうの

河野
としたけ

俊丈さんの著書 [河野 09, 1.4章] に詳しいので参照して下さい．
何にせよ，我々は「実 / 複素」世界での多重ポリログ関数が反復積分表示を介して解析接続

される ことを概観してきました．
ここ

此処での経験を踏まえて，次の小節では
いよいよ

愈々「p 進」世界の
理論へと足を踏み出してゆきましょう．

*10 例えば [GF, Section 3.1.3] など．
チェン
陳

クオツァイ
國才 Kuo-Tsai Chen の原論文 [Che77] では本稿と同じ順番で反

復積分を定義しています．

*11
ここ
此処での文脈では “ω1 =

dt

1− t
” と定めた方が自然なように思えますが (実際にそう定義してある文献も少な

くありません)，後続の山本修司さん，佐久川憲児さん，萩原啓さんの記事に合わせた定義を採用しました．
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§ 1.2 「p 進」世界での理論 — 古庄英和の p 進多重ゼータ値 ζKZ
p (k)

さぁ，
ところ

処変わって「p 進」世界の舞台 X(Cp) = P1(Cp) \ {0, 1,∞} にやって参りました．

「実 / 複素」の世界で
つちか

培った経験を踏まえると，最初に “p 進多重ポリログ関数” を定義し，
解析接続した上で “z = 1 での特殊値” として p 進多重ゼータ値 ζKZ

p (k) を定義する と言う

シナリオが容易に思い付くでしょう．
もくろみ

目論見通りにすんなりと p 進多重ゼータ値 ζKZ
p (k) が

構成出来れば良いのですが，はてさてそう
うま

巧くいくことやら……．

§ 1.2.1 p 進多重ポリログ関数 — 「p 進」世界の
べき

羃級数として

本小節の主役である p 進多重ポリログ関数 も，
ま

先ずは安直に
べき

羃級数 で定義しましょう;

定義 1.13 (p 進多重ポリログ関数). k = (k1, k2, . . . , kr) ∈ Nr に対し，羃級数

Lipk(z) = Lipk1,k2,...,kr
(z) :=

∑
0<n1<n2<...<nr

znr

nk1
1 n

k2
2 · · ·n

kr
r

· · · (Li)pSer

(の絶対収束域) で定義される p 進解析的関数 Lipk(z) = Lipk1,k2,...,kr
(z) を (1 変数) p 進

多重ポリログ関数 (one-variable) p-adic multiple polylogarithm と呼ぶこととします．

大学で学習する
べき

羃級数の理論は，良く見返してみるとユークリッド距離 | · |∞ の距離関数と
しての性質と R や C の完備性位しか用いられていません．したがって，ユークリッド距離
| · |∞ を p 進付値 | · |p に取り替えることで，

べき

羃級数の理論の主要な定理の大半が p 進数係数

の
べき

羃級数についても (証明を何ら変えることなく) 成り立つことが簡単に確認出来ます．この
事実を用いて，早速 p 進多重ポリログ関数 Lipk(z) の収束半径を求めてみましょう．

命題 1.14. p 進多重ポリログ関数 Lipk(z) の収束半径は 1 である．

通常の多重ポリログ関数 Lik(z) の場合とまったく同じ結果ですが，証明手法はかなり異
なっています (用いる距離関数が異なるので当然ではありますが)．[Fur04, Lemma 2.7] では
“Easy.” として証明が割愛されていますが，「p 進」世界での解析に慣れていない方にとって
は何をすれば良いのか分かりづらいと思われますので，簡単に証明を紹介しておきましょう．
実際，p 進付値特有の 強三角不等式 strong triangle inequality のお陰で，収束半径の計算は
「p 進」世界の場合の方が

むし

寧ろ簡単になっています*12．

【証明】
べき

羃級数 Lipk(z) の zN の係数 aN =
∑

0<n1<...<nr−1<N

1

nk1
1 · · ·n

kr−1

r−1 N
kr

の和に現れ

*12 不等式評価が “簡単になる” ことは，Cp の様な「p 進」世界での解析 (p 進解析) では度々観察される現象です．
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る各項 1

nk1
1 · · ·n

kr−1

r−1 N
kr

の p
べき

羃の指数の 最小値 は，下から −wt(k)

⌊
logN

log p

⌋
で抑えられま

す (実数 x に対して ⌊x⌋ は x を超えない最大の整数を表す 床関数 floor function です)．実

際，1 から N までの自然数は p で高々 eN =

⌊
logN

log p

⌋
回割り切れるため*13，n1, . . . , nr−1, N

がすべて p で eN 回割り切れる状況が起こり得るならば，そのときに p 羃の指数が最小とな
ります．

ここ

此処で強三角不等式と p 進付値の定義 |p|p = p−1 を用いると

|aN |p ≤ max
0<n1<...<nr−1<N

∣∣∣∣∣ 1

nk1
1 · · ·n

kr−1

r−1 N
kr

∣∣∣∣∣
p

≤ pwt(k)eN ≤ p
log N
log p wt(k) = Nwt(k)

と評価出来ますので，任意の (正の) 実数 α と a < 1 に対して (「実 / 複素」の世界で)

aNNα N→∞−−−−→ 0 となることから |z|p < 1 のとき

|aNzN |p ≤ Nwt(k)|z|Np
N→∞−−−−→ 0 (|z|p < 1 より)

が成り立ちます．したがっ注意 1.2で紹介した「逆の主張」から，
べき

羃級数 Lipk(z) =
∞∑

N=1

aNz
N

は |z|p < 1 で収束します．最後に，D−
0 (1) の境界上の点 z = 1 では Lipk(z) が実際に発散す

るので (命題 1.1を参照してください)，収束半径がちょうど 1 であることも分かります．

§ 1.2.2 p 進多重ポリログ関数の反復積分表示と解析接続 — コールマン積分を用いて

続いて p 進多重ポリログ関数が満たすべき微分方程式を考察しましょう．「p 進」の世界で
の微分方程式と聞くと，何やら非常に難しそうなものに感じられますが，p 進多重ポリログ関
数は所詮は “開円板” D−

0 (1) := {z ∈ Cp | |z|p < 1} の上で収束する
べき

羃級数 なので，実質的に
微分/積分する必要のある関数は

べき

羃乗関数 zn のみです．
かよう

斯様な関数については，微分という
操作は「実 / 複素」の世界でも zn 7→ nzn−1 という 代数的な操作 だと思うことが出来まし
たから，「p 進」の世界では d

dz
; zn 7→ nzn−1 という操作を「微分」と “定義” する ことにし

ましょう*14．すると，「実 / 複素」の世界と全く同様に，項別微分よって Lipk(z) の満たす微
分方程式が得られます (命題 1.11 と比較してください);

*13 p を底とする対数 “ logp N ” を計算すれば「N が高々何回 p で割り切れるか」が分かるという，高校で対数
関数が導入される際に必ず学ぶ事実を用いているだけです．ただ “logp N ” と書いてしまうと，後で登場する
p 進対数関数 と非常に紛らわしいので，敢えて自然対数に (底の変換公式を用いて) 書き直しているのです．

*14 (Cp 線型な) 代数的 導分 derivation の定義に含まれている ライプニッツ則 Leibnitz rule を用いると，任

意の導分 D に対して D(zn) = nzn−1D(z) が成り立つことが帰納的に証明出来ます．
ここ
此処で “定義” した

d

dz
は，本当は

d

dz
(z) = 1 と正規化された導分として定義されるべきものです．
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命題 1.15. |z|p < 1 のとき，p 進多重ポリログ関数 Lipk(z) は次の微分方程式を満たす;

d

dz
Lipk1,k2,...,kr

(z) =


1

z
Lipk1,k2,...,kr−1(z) (kr ≥ 2 のとき),

1

1− z
Lipk1,k2,...,kr−1

(z) (kr = 1 のとき),

d

dz
Lip1(z) =

1

1− z
.

さらに “開円板” D−
0 (1) 上では “微分 1 形式” ωf = f(z) dz =

( ∞∑
n=0

af,nz
n

)
dz の 原始関

数 primitive function Ff (z) (つまり dFf (z) = ωf を満たす D−
0 (1) 上の収束

べき

羃級数 Ff (z)) が

Ff (z) =
∞∑

n=0

af,n
zn+1

n+ 1
+ (積分定数) として簡単に定義出来てしまいますので*15，高校の教

科書での “定義” のように ωf = f(z) dz の “定積分” を
∫ β

α

ωf
定義
:= [Ff (z)]

β
α := Ff (β)−Ff (α)

で定めることが出来ます (引き算によって積分定数が打ち消し合っていることに注目しましょ
う)．これを用いて D−

0 (1) 上での p 進多重ポリログ関数 Lipk(z) に対しても，「実 / 複素」の
場合とまったく同じ形の “反復積分表示” が得られます (命題 1.12 と比較してみてください)．

命題 1.16 (p 進多重ポリログ関数の “反復積分表示”). X(Cp) = P1(Cp) \ {0, 1,∞} 上の

有理微分形式 ω0, ω1 を
それぞれ

其々
�



�
	ω0 =

dt

t
, ω1 =

dt

t− 1
と定めると，|z|p < 1 に於いて p 進

多重ポリログ関数 Lipk(z) は次のような “反復積分表示” を持つ;

Lipk(z) =

∫ z

0

(−ω1)ω0 . . . ω0︸ ︷︷ ︸
k1−1

(−ω1)ω0 . . .︸ ︷︷ ︸
k2−1

. . . (−ω1)ω0 . . . ω0︸ ︷︷ ︸
kr−1

· · · (Li)pInt.

ここ

此処で “反復積分” とは，単に “前の微分形式から順に 積分を計算してゆく” ことを指すも

のとします．例えば
∫ z

0

(−ω1)ω0(−ω1) は∫ z

0

(−ω1)ω0(−ω1) :=

∫ t3=z

t3=0

{∫ t2=t3

t2=0

(∫ t1=t2

t1=0

(
−ω1(t1)

))
ω0(t2)

}(
−ω1(t3)

)
=

∫ t3=z

t3=0

{∫ t2=t3

t2=0

(∫ t1=t2

t1=0

dt1
1− t1

)
dt2
t2

}
dt3

1− t3

=

∫ t3=z

t3=0

{∫ t2=t3

t2=0

(∫ t1=t2

t1=0

[ ∞∑
m=1

tm−1
1

]
dt1

)
dt2
t2

}
dt3

1− t3

*15
べき
羃級数 Ff (z) が収束することは確認する必要があります (“開円盤” 上の “ポアンカレの補題”; 注意 3.28も参
照してください)．
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=

∫ t3=t2

t3=0

{∫ t2=t3

t2=0

( ∞∑
m=1

tm2
m

)
dt2
t2

}
dt3

1− t3
=

∫ t3=z

t3=0

{∫ t2=t3

t2=0

( ∞∑
m=1

tm−1
2

m

)
dt2

}
dt3

1− t3

=

∫ t3=z

t3=0

( ∞∑
m=1

tm3
m2

)( ∞∑
n=1

tn−1
3

)
dt3 =

∞∑
m,n=1

zm+n

m2(m+ n)
=

∑
0<n1<n2

zn2

n21n2
= Lip2,1(z)

のように 形式的には「実 / 複素」の場合とまったく同じ計算によって p 進多重ポリログ関
数 Lip2,1(z) となることが分かります．ただ，この計算は 収束円盤 D−

0 (1) では “項別微分” や

“項別積分” が自由に出来る という事実に
いきょ

依拠していることには注意が必要です (したがって
|z|p < 1 のとき にしか正当化されません)．

注意 1.10 で述べた戦略に沿うのであれば，次に我々がすべきことは「命題 1.16 の “反復積
分表示” を “線積分” を用いて D−

0 (1) の外の点 z へと拡張する」ということになりますが，
ここ

此処で「「p 進」世界での “線積分” って何?」という疑問に突き当たります．閉区間 [0, 1] は
「実 / 複素」世界の対象ですから，素朴な意味で “道” γ : [0, 1]→ X(Cp) を考えるのはどう考
えても無謀です．実際，「p 進」世界 X(Cp) では素朴な意味での “線積分” は定義出来ません
(次の小節 1.2.3でもこの辺りの事情に触れます)．そこで「p 進」世界では “線積分” に代わる

ものとして コールマン積分 Coleman integral

[∫ (a)

Col

ω

]β
α

と呼ばれる「p 進」世界の積分を

用います．コールマン積分がどのようなものかについては，小節 1.2.3で (非常に
おおざっぱ

大雑把に) 解

説することにしますが，
いったん

一旦コールマン積分の存在を認めてしまえば，第 1.1.2節とまったく
同様の手順で “コールマン反復積分” を用いて p 進多重ポリログ関数 Lipk(z) を “解析接続” す
ることが出来ます;

命題-定義 1.17 (p 進多重ポリログ関数の “解析接続”, [Fur04, Definition 2.9]). 任意の
a ∈ Cp に対し，分枝 a の “反復コールマン積分”

Li
p,(a)
k (z) :=

∫ (a)

Col

(−ω1)ω0 . . . ω0︸ ︷︷ ︸
k1−1

(−ω1)ω0 . . .︸ ︷︷ ︸
k2−1

. . . (−ω1)ω0 . . . ω0︸ ︷︷ ︸
kr−1

z

0

· · · (Li)p,(a)Int

によって定まる X(Cp) = P1(Cp) \ {0, 1,∞} 上の分枝 a のコールマン関数 Li
p,(a)
k (z) を

分枝 a の p 進多重ポリログ関数 p-adic multiple polylogarithm of branch a と呼ぶ．分
枝 a を選ぶ毎に，Li

p,(a)
k (z) は D−

0 (1) 上で Lipk(z) =
∑

0<n1<...<nr

znr

nk1
1 n

k2
2 · · ·n

kr
r

と一致

する唯一つの分枝 a のコールマン関数として特徴付けられる．

ここ

此処で “反復コールマン積分” は，
やは

矢張り単純に “前の微分形式から順に コールマン積分を
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計算してゆく” ことを指すものとします; 例えば[∫ (a)

Col

(−ω1)ω0(−ω1)

]z
0

:=

∫ (a)

Col

∫ (a)

Col

[∫ (a)

Col

(
−ω1(t1)

)]t1=t2

t1=0

ω0(t2)

t2=t3

t2=0

(
−ω1(t3)

)t3=z

t3=0

といった塩梅です．命題-定義 1.17の主張の未定義語については，この後の第 1.2.3節で簡単
に解説します．この時点で注目しておきたいのは 定義された “解析接続” Li

p,(a)
k (z) に a ∈ Cp

というパラメータが付いている ということです．つまり，p 進多重ポリログ関数 Lipk(z) の解
析接続は パラメータ a の数だけ (非加算無限個!! ) 存在する ことになるのです*16．

§ 1.2.3 コールマン積分とは? —「p 進」世界での積分論の困難を乗り超えて

第 1.1節でも度々登場したように，「実 / 複素」の世界では
しばしば

屡々 “道に沿った解析接続” が行

われますが，それは
おおざっぱ

大雑把に言えば

Step 1. 道の始点 x0 での f(z) のローラン展開を求める
Step 2. f(z) の x0 でのローラン展開の収束域 D0 内にある道上の点 x1 でローラン展開

し直す
Step 3. f(z) の x1 でのローラン展開の収束域を D1 とするとき，D1 \D0 内にある道上

の点 x2 でローラン展開し直す
Step 4. f(z) の x2 でのローラン展開の収束域を D2 とするとき，D2 \ (D0 ∪D1) 内にあ

る道上の点 x3 でローラン展開し直す
…… 　

という操作を道の終点まで繰り返すことでなされるのでした．実際，各 Dj−1 ∩Dj を “
のりしろ

糊代”

として各点でのローラン展開が貼り合ってゆき (一致の定理)，f(z) が “道の終点” まで接続さ

れるわけです (図 2の左側を参照)．「p 進」世界でも
べき

羃級数やローラン級数は意味を持ちます
から，非常に楽観的に考えれば上記の手順を繰り返すことで関数の “道に沿った解析接続” が
出来そうな気がしてきます．しかし，そんな期待とは

うらはら

裏腹に，「p 進」世界では幾つもの深刻な
事情が重なってそう簡単に “解析接続” が出来ないことが結論付けられてしまいます; 第一に，
すで

既に説明したように「p 進」世界では
そもそも

抑々素朴な意味での “道” は意味を
な

為しません．また，仮
に何らかの方法で “道” の概念が定義出来たとしても，素朴な意味で “道に沿った解析接続” が
機能することはまったく期待出来ないのです．と言うのも，「p 進」世界では 2つの円盤が交
わるならば，必ず一方が他方に含まれる という「実 / 複素」世界では考えられない事態が生
じてしまうからです (図 2の右側を参照; 強三角不等式 を用いて簡単に確認出来ますので，気
になる人は証明してみてください)．特に図 2の左側の図のような状況は 「p 進」世界では起

*16 慣習として “分枝 a” という用語を用いていますが，通常の複素関数論 (「複素」の世界) で多価関数に対して
用いられる “分枝” という用語とはニュアンスが微妙に異なっているので注意しましょう．
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x0

x1

x2

x3

図 2 (左) 「実 / 複素」の世界での “道に沿った解析接続” のイメージ
(右) 「p 進」世界での 2つの円盤 ( “交わる円盤” は必ず一方が他方に含まれる)

こり得ない ため，“開円盤” の共通部分を “
のりしろ

糊代” として関数を接続していく，という発想自体
がナンセンスなものとなってしまうのです．
この問題を解消する方法の一つが，ジョン・テイトにより導入された リジッド解析幾何学

rigid analytic geometry です．リジッド解析幾何学は，完全不連結になってしまうほど “細か
い” 「p 進」世界の位相を “制限” し，貼り合わせに用いる開集合や開被覆を「少なくする」こ
とで “関数の貼り合わせ” が巧く機能するようにしてしまおう，という画期的なアイデアに基
づいて構築された幾何学で，現在では「p 進」世界の幾何学を考える際に欠かすことのできな
い非常に強力なツールとなっています．リジッド幾何学については，近年

かとう

加藤
ふみはる

文元さんによる
待望の日本語の解説書 [加藤 13] が出版されました．特に [加藤 13, 第 0節] の導入部では，リ

ジッド幾何学の考え方について非常に分かり易く
まと

纏められていますので，リジッド幾何学がど
んなものかを知りたい方は先ずは [加藤 13] を手に取ってみましょう．また，[BGR84] はリ
ジッド幾何学の基本文献として未だに定評のある教科書で，大抵のことはこの本に載っている
といっても過言ではありません．
と言うわけで，目下の目標である p 進多重ポリログ関数の “解析接続” に於いても当然リ

ジッド幾何学の助けを借りる必要がありますが，実はこの問題にはリジッド幾何学だけでは
乗り超えられない困難が残されています——それが 積分定数の不定性 の問題です．「実 / 複
素」の世界では，多重ポリログ関数は微分形式の 反復積分表示 を持ち，その表示を用いて
解析接続されたのでした．「p 進」世界では (上記のような事情も鑑みると) “道に沿った積
分” は巧く機能しなさそうなので，取り敢えずは素朴に “ローラン展開の項別積分” によって
積分を考えるより仕方がありません．しかし，(高校でも学んだように) 関数を積分をした際
には 積分定数の不定性 が必ず現れます．そして「p 進」世界は 完全不連結 であるため (命
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題 A.6 を参照)，個々の “開円盤” 上でローラン展開を積分した際の積分定数がそのままでは
まったく貼り合わない のです．つまり，「p 進」世界では各点で素朴に項別積分して得られる
関数が 局所定数関数 の不定性を持つことになってしまい，そのままではまったく使いものに
なりません．この困難を回避する方法のヒントは p 進解析の租とも言うべき ベルナルド・モ
リス・ドヴォルク Bernard Morris Dwork によって

すで

既に与えられていました．ドヴォルクは
「p 進」世界に特有の フロベニウス構造 Frobenius structure に着目し，フロベニウス作用
の “固有ベクトル” となっているような局所定数関数は 大域的な定数関数 となる ことを発見
しました (ドヴォルクの原理; [Col82, Lemma 3.1] を参照)．コールマンはドヴォルクのこの
発見に触発されて，積分とフロベニウス作用が 可換となるように “原始関数” を巧く取る と
いうアイデアに基づいて，積分の際に生じる不定性が 大域的な定数 となるような積分理論の
構築に成功したのです．p 進積分や p 進微分方程式を “フロベニウス構造” 付きで考える とい
う思想は，現在の p 進微分方程式や p 進コホモロジーの最新理論でも非常に重要かつ基本的
な考え方として根付いています (F クリスタル，F アイソクリスタルの概念など)．コールマ
ンは論文 [Col82] の Chapter Ⅲ の冒頭で，p 進解析に於ける “フロベニウス構造” の重要性を
以下のような印象的な文章で表現しています;

Rigid analysis was created to provide some coherence in an otherwise totally

disconnected p-adic realm. Still, it is often left to Frobenius to quell the rebellious

outer provinces.

リジッド解析は，さもなければ完全不連結な p 進の “領土” に或る種の秩序を与える
ために産み出された．それでもなお，反抗的な “外領” を制圧する役目は

しばしば

屡々フロベニ
ウスに委ねられているのである．

最後に，今回考察すべき空間 X(Cp) = P1(Cp) \ {0, 1,∞} が “穴開き” の空間である
ことから生じる若干技術的な問題について触れておきましょう．例えば，除外されている
点 0 で極を持つ微分形式 dz

z
の “原始関数” は，「実 / 複素」の場合と同様に 対数関数

Logp z =

∞∑
n=1

(−1)n−1 (z − 1)n

n
となるはずです．右辺の

べき

羃級数の収束半径は 1 であり (命題

1.8 を参照)，したがって Logp z はそのままでは収束円盤 D−
1 (1) = {z ∈ Cp | |z− 1|p < 1} で

しか定義されていないため，“0 のまわりの関数” と捉えるためには C×
p 上の関数に拡張する必

要があります．ところが Logpz の D−
1 (1) から C×

p への拡張の方法が まったく一意的ではな

い のです．実際，C×
p は構造定理により pQ × (位数が p と素な 1の

べき

羃根)× D−
1 (1) の形の直

積分解を持ちます ([Ko77, p. 72] を参照)．“開円盤” D−
1 (1) 上では Logp z は定義されている

ため，あとは pQ と 1の
べき

羃根に対して Logp z の値を定義すれば十分ですが，対数関数が満た
すべき 加法性 additivity Logp zw = Logp z+Logp w を保ったまま拡張するのであれば，1 の
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羃根 ζ での値は 0 となる必要があります．ところが pQ への拡張に対しては 何の制約もない
ため，例えば生成元 p での値を “Log(a)p p = a ∈ Cp” と定めるごとに異なる (それも非可算無
限個の! ) 拡張 Log(a)p z が生じてしまうのです．コールマンはこの問題に対しては 予め “対数

関数の分枝 Log(a)p z” を固定し，分枝
ごと

毎に積分理論を構築する という態度を取っています．

以上を踏まえた上で，本稿で必要とされるコールマン積分論の主結果を紹介します．
ここ

此処で
紹介する定式化は基本的に [Bes00, Section 2] に

のっと

則っています．X(Cp) 上の過収束なリジッ
ド解析的関数の集合および過収束なリジッド解析的微分 1形式の集合をそれぞれ A†(X(Cp)),

Ω†(X(Cp)) で表し，点 0, 1,∞ で (分枝 a の) “対数的極を持つ局所解析的な関数” および “対
数的極を持つ局所解析的な微分 1形式” の集合をそれぞれ A(a)

loc(X(Cp)), Ω
(a)
loc(X(Cp)) で表し

ます (各関数環の正確な定義は第 A.2.3節および [Bes00, p. 341] を参照してください)．

定理 1.18 (コールマン積分論の主定理, [Col82, CdS88]). 各 a ∈ Cp に対し，
分枝 a の コールマン関数 Coleman function と呼ばれる局所解析的関数の集
合 A(a)

Col(X(Cp)) (⊂ A(a)
loc(X(Cp))) で A†(X(Cp)) を含むものと Cp 線型写像∫ (a)

Col

: Ω
(a)
Col(X(Cp)) → A(a)

Col(X(Cp))/Cp · 1 が存在して以下の性質で特徴付けられる

(
ただ

但し Ω
(a)
Col(X(Cp)) := A(a)

Col(X(Cp))⊗̂A†(X(Cp))Ω
†(X(Cp)) とする) ;

(1) 外微分作用素 d : A(a)
loc(X(Cp))→ Ω

(a)
loc(X(Cp)) に対して d◦

∫ (a)

Col

= id
Ω

(a)
Col(X(Cp))

が成り立つ;

(2) フロベニウス射 (の任意の持ち上げ) ϕ に対して
∫ (a)

Col

ϕ∗ω = ϕ∗

(∫ (a)

Col

ω

)
が成

り立つ;

(3) f ∈ A†(X(Cp)) に対して
∫ (a)

Col

df = f (mod Cp · 1) が成り立つ．

特に任意の α, β ∈ X(Cp) に対して
[∫ (a)

Col

ω

]β
α

が well-defined になります (つまり積分が

“経路” に依存しない / “モノドロミーが生じない” ということ)．さらにコールマン関数に対し
て 一致の定理 uniqueness principle が成立することも，コールマン関数の構成から従います;

命題 1.19 (一致の定理 [Col82, Corollary 4.8a], [Fur04, Proposition 2.6]). 分枝 a(∈ Cp)

のコールマン関数 f, g ∈ A(a)
Col(X(Cp)) が X(Cp) の (強グロタンディーク位相に関する)

許容開集合 admissible open set U 上で一致するならば，f と g は X(Cp) のコールマン
関数として一致する．

許容開集合の定義は省略します ([加藤 13, 定義 4.2.2] や [BGR84, Section 9.1.4, Proposi-
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tion 2] を参照)．具体例としては，X(Cp) のアフィノイド部分集合 (“縁のある” 部分集合) は
許容開集合ですし，“開円盤” D−

a (r) や第 A.2.3節に登場する Ur のような “縁のない” 集合も
許容開集合となります (本稿を読む上では，このくらいの部分集合を想定しておけば十分だと
思います)．

本小節の最後に コールマン関数の分枝 について補足しておきましょう．分枝 a のコールマ
ン関数 f(z) は定義から A(a)

loc(X(Cp)) の元でもあるため，z0 = 0, 1, ∞ のまわりで 分枝 a の
p 進対数関数 Log(a)p (z) を用いた “漸近展開”

f(z) = f0(z) + f1(z) Log
(a)
p (z − z0) + . . .+ fm(z)

{
Log(a)p (z − z0)

}m
(z0 = 0, 1 のとき)

または

f(z) = f0(z) + f1(z) Log
(a)
p

(
1

z

)
+ . . .+ fm(z)

{
Log(a)p

(
1

z

)}m

(z0 =∞ のとき)

を持ちます (fi(z)は点 z0 のまわりの或る “開円環” Az0(r, 1)上収束する羃級数; 第A.2.2節の

A(Az0(r, 1)) の定義を参照してください)．
ここ

此処に現れる 分枝 a の p 進対数関数 Log(a)p (z)

を 分枝 b の p 進対数関数 Log(b)p (z) に取り替える操作

ιa,b(f)(z) = f0(z) + f1(z) Log
(b)
p (z − z0) + . . .+ fm(z)

{
Log(b)p (z − z0)

}m
(z0 = 0, 1 のとき)

および

ιa,b(f)(z) = f0(z) + f1(z) Log
(b)
p

(
1

z

)
+ . . .+ fm(z)

{
Log(b)p

(
1

z

)}m

(z0 =∞ のとき)

は環同型 ιa,b : A(a)
Col(X(Cp))

∼−→ A(b)
Col(X(Cp)) を誘導します．まったく同様に ιa,b-半線型

な*17加群の同型 τa,b : Ω
(a)
Col(X(Cp))

∼−→ Ω
(b)
Col(X(Cp)); Log(a)p (z) 7→ Log(b)p (z) も構成出来ま

す*18．コールマン積分は，構成から分枝を取り替える写像 ιa,b, τa,b に対して “関手的に” 振
舞います; つまり図式

Ω
(a)
Col(X(Cp))

∫ (a)

Col //

τa,b ∼

��

A(a)
Col(X(Cp))/Cp · 1

ιa,b∼

��
Ω

(b)
Col(X(Cp)) ∫ (b)

Col

// A(b)
Col(X(Cp))/Cp · 1

が可換となります (コールマン積分の 分枝非依存性原理 branch independency principle;

[Fur04, Proposition 2.3] を参照)．したがって，X(Cp) の 有理微分 1形式 ηj (これは
もちろん

勿論

*17 正確な用法ではないかもしれませんが，任意の f ∈ A(a)
Col(X(Cp)), ω ∈ Ω

(a)
Col(X(Cp)) に対して等式

τa,b(fω) = ιa,b(f)τa,b(ω) が成り立つという意味で “半線型” という用語を用いています．
*18 同型 ιa,b, τa,b は “漸近展開” の局所パラメータに依らない well-defined な同型となります ([Fur04,

Lemma 2.2] 参照)．
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分枝 a には依らない 対象であり，τa,b(ηj) = ηj が成り立ちます) を分枝 a, b で “同じ手順で”

反復コールマン積分して得られる関数

f (a)(z) :=

[∫ (a)

Col

η1η2 . . . ηk

]z
α

, f (b)(z) :=

[∫ (b)

Col

η1η2 . . . ηk

]z
α

は ιa,b(f
(a)) = f (b) を満たすことが (k に関する帰納法により) 従います．より踏み込ん

だ言い方をするならば， f (a) と f (b) は z0 = 0, 1,∞ で (現われる対数関数 Log(a)p (z),

Log(b)p (z) の分枝の差異を除けば) まったく同じ形の “漸近展開” を持つ “本質的には同じ関

数” であるわけです．特に
かよう

斯様な関数は，どの分枝で考えても “漸近展開” の各係数 fj(z) が
分枝に依存しません．勿論 p 進多重ポリログ関数 Li

p,(a)
k (z) は X(Cp) 上の 有理微分 1形式

ω1 =
dz

z
, −ω2 =

dz

1− z
の反復コールマン積分で定義される関数ですから，p 進多重ゼー

タ値の分枝非依存性の議論 (後述の定理 1.22 を参照) では 漸近展開に現れる対数関数部分{
Log(a)p (z − 1)

}j の影響を如何にして取り除くか に焦点が当てられるのです．
§ 1.2.4 KZ型 p 進多重ゼータ値 ζKZ

p (K) の “定義”

何はともあれ p 進多重ポリログ関数 Lipk(z) の “解析接続” Li
p,(a)
k (z) が構成出来ましたの

で，「実 / 複素」の場合に
なら

倣って “ζp(k) := lim
z→1

Li
p,(a)
k (z)” とすれば「多重ゼータ値の p 進版」

と呼ぶべき対象が構成出来そうです．ところが我々は既に命題 1.1 で lim
z→1

Lipk(z) が p 進位

相では収束しない ことを証明してしまいました．
いく

幾ら Lipk(z) を “解析接続” したからといっ

て，収束しなかったものが自動的に収束するようなことが起こるはずはありません．
そこ

其処で，
z → 1 での Li

p,(a)
k (z) の “極限値” として意味のある値を取り出すために 極限の取り方に制限

を課す 必要が生じるのです．

定義 1.20 (“分岐を制限した” 極限 lim′, [Fur04, Notation 2.12]). f(z) を Cp 上定義
された関数とし，α ∈ Cp とする．Qp({zn}∞n=1) の Qp 上の分岐指数が有限 であり*19，
(p 進位相で) α に収束するような Cp の任意の点列 {zn}∞n=1 に対して lim

n→∞
f(zn) が同

じ値に収束するとき，その収束値を lim′
z→α

f(z) で表し，lim′
z→α

f(z) は収束する という．そ
うでないとき (即ち lim

n→∞
f(zn) が同じ値に収束しないとき)，lim′

z→α
f(z) は発散する と

いう．

定義 1.20 の lim′ を用いることで，古庄英和さんによって導入された p 進多重ゼータ値
ζKZ
p (k) は形式的には「実 / 複素」の場合とまったく同じ形で定義出来ますので，(収束性など
の確認は後回しにして) 先に ζKZ

p (k) の定義を紹介してしまいましょう．

*19 拡大 Qp({zn}∞n=1)/Qp 自体は無限次拡大でも構いません．
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定義 1.21 (古庄英和の KZ 型 p 進多重ゼータ値, [Fur04, Definition 2.17]). 許容指数
k に対して KZ 型 p 進多重ゼータ値 ζKZ

p (k) p-adic multiple zeta value of KZ type を
ζKZ
p (k) = lim′

z→1
z∈Cp\{1}

Li
p,(a)
k (z) で定める．

定義 1.21を命題 1.9と比較してみれば，ζKZ
p (k) が ζ(k) の「p 進」世界での対応物と呼ぶ

に
ふさわ

相応しいものであることが実感出来るでしょう．
もちろん

勿論定義 1.21 を見て気になるのは 極限
lim′
z→1

Li
p,(a)
k (z) の収束性 ですが，それ以前に p 進多重ポリログ関数の解析接続 Li

p,(a)
k (z) が

分枝 a ∈ Cp に依存している 点も気になるところです．と言うのも，普通に考えると 極限値
lim′
z→1

Li
p,(a)
k (z) も分枝 a ∈ Cp に依存する こととなり (それどころか 極限が存在するかどうか

が分枝 a ∈ Cp 毎に変化したとしてもまったく
おか

可笑しくありません)，“p 進多重ゼータ値の値
が p 進多重ポリログ関数の分枝の取り方に依存する?! ” というとんでもない事態になり兼ね
ないのですから．次に紹介する定理は，そんな “病的な” 状況が起こらないことを保障するも
のです．コールマン積分論が p 進対数関数の分枝 a ∈ Cp に依存して構成されている ことか
ら，コールマン積分論を用いた議論では (特にコールマン関数の 特殊値 を考える際に) 分枝へ
の依存性 / 非依存性 を気に掛けるべし，と言うことは常に肝に命じておく必要があります．

定理 1.22 (p 進多重ゼータ値の分枝非依存性, [Fur04, Theorem 2.13]). 定義 1.21 に
現れる p 進多重ポリログ関数 Li

p,(a)
k (z) の極限 lim′

z→1
z∈Cp\{1}

Li
p,(a)
k (z) が収束するか発

散するかは 分枝 a ∈ Cp に依存しない．さらに，この極限が収束するとき，極限値も
分枝 a ∈ Cp に依存しない．
特に p 進多重ゼータ値 ζKZ

p (k) は，定義に用いられる p 進多重ポリログ関数 Li
p,(a)
k (z)

の分枝 a ∈ Cp に依存しない．

第 1.2.3節で見たように，コールマン関数が分枝 a ∈ Cp に依存している箇所は 極での漸近
展開に現れる発散項 Log(a)p (z) の部分 だけ であったので，定理 1.22 の証明に取り組む際に
は “発散項 Log(a)p (z) が消えるかどうか” を調べることが重要となります．鍵となるのが次に
紹介する補題 1.23 で，この補題こそが極限 lim′ を導入する強い動機を与えています．

補題 1.23 ([Fur04, Lemma 2.14]). 任意の a ∈ Cp, m ∈ N および n ∈ Z≥0 に対して
lim′
ϵ→0

ϵ∈Cp\{0}

ϵm
{
Log(a)p ϵ

}n

= 0 が成り立つ．
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注意 1.24. この補題は，「実 / 複素」の世界では典型的なド・ロピタルの定理の演習問題

としても有名な結果 lim
x→+0

x log x = lim
x→+0

log x

x−1

ロピタル
= lim

x→+0

x−1

−x−2
= 0 (を拡張したもの)

の「p 進」版です．ところが「実 / 複素」の世界では良く知られたこの結果が「p 進」世界
では 極限の取り方に制限を付けないと成り立たない ことには注意が必要です．補題 1.23

の証明を見ればその理由が察せられると思いますので，補題 1.23の証明を概観した後で，
lim′ の制限を課さないと極限が発散してしまう例 (反例 1.25) を紹介しましょう．

【補題 1.23の証明】 lim′ の定義に基づいて，Cp の点列 {ϵk}∞k=1 を次の 2つの条件を満たす
ように取ります;

⋆ ϵk ̸= 0 かつ ϵk → 0 (k →∞)

⋆ Qp 上の Lϵ := Qp({ϵk}∞k=1) の分岐指数 eϵ が有限である

このとき Lϵ の元 ϖϵ で |ϖϵ|p = p−1/eϵ を満たすもの (即ち Lϵ の 一意化元 uniformiser)

が存在して，Lϵ の乗法群 L×
ϵ は L×

ϵ = ⟨ϖϵ⟩ × µp′(OLϵ
) × (1 +ϖϵOLϵ

) と直積分解されま

す．
ただ

但し OLϵ は Lϵ の整数環を表し，µp′(OLϵ) は OLϵ に含まれる 1 の
べき

羃根で位数が p と素
なもの全体のなす乗法群を表すものとします．特に，各 k ∈ N に対して ϵk は ϵk = ϖνk

ϵ uk

(νk ∈ Z, uk ∈ O×
Lϵ

)と分解され，さらに p と素な整数 rk が存在して urkk ∈ 1+ϖϵOLϵ
なりま

す．特に pC > eϵ を満たす自然数 C を固定しておくと，2項定理とϖpC

ϵ ∈ ϖeϵ
ϵ OLϵ

= pOLϵ
に

より up
Crk

k ∈ (1+ϖϵOLϵ)
pC ⊂ 1+pOLϵ が成り立ちますので，分枝 a ∈ Cp の取り方によらず

Log(a)p (up
Crk

k ) = Logp(u
pCrk
k ) =

∞∑
t=1

(−1)t−1 (u
pCrk
k − 1)t

t
は pOCp

の元となります．一方で

対数関数 Log(a)p の加法性から

ϵmk

{
Log(a)p (ϵk)

}n

= ϵmk

{
Log(a)p (ϖνk

ϵ u

pCrk
pCrk

k )

}n

= ϵmk

{
νk Log

(a)
p (ϖϵ) +

1

pCrk
Logp(u

pCrk
k )

}n

· · · (♭)

となりますが，中括弧の中身の p 進付値は k に関して有界 となります; 実際, νk ∈ Z

ゆえ |νk|p ≤ 1 ですし，既に注意したように Logp(u
pCrk
k ) ∈ pOCp

が成り立ちますから
|Logp(u

pCrk
k )|p ≤ p−1 ≤ 1 が従います．さらに rk は p と素 なので |(pCrk)−1|p = pC です．

ゆえに
∣∣∣∣νk Log(a)p (ϖϵ) +

1

pCrk
Logp(u

pCrk
k )

∣∣∣∣ ≤ max
{
Log(a)p (ϖϵ), p

C
}
となり，Log(a)p (ϵk)

の p 進付値が k に依存しない値で上から抑えられます*20．最後に，当然 |ϵmk |p
k→∞−−−−→ 0 で

すから， k →∞ としたときに (♭) が 0 に収束することが従います．

*20 この事実は [Col82, Lemma 6.3] の証明で (特に成り立つ理由への言及もなく) 既に用いられていました．
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反例 1.25. 補題 1.23の証明は 一意化元 ϖϵ の存在 が鍵となっています．Lϵ の分岐指
数が 無限 の場合でも，|ϖ̃|p < 1 となる Lϵ の元を 1つ選べば ϵk = ϖ̃νkuk (uk ∈ O×

Lϵ
)

と表せますが，一般には ϖ̃ の指数 νk がすべて整数になるように (分母が出ないように
) することは 出来ない のです．このことを踏まえると k → ∞ としたときに “急速に
νk に分母が生じる” ような {ϵk}∞k=1 を考えると良からぬことが起こりそうです．実際

ϵ̃k = pk+p−2k により {ϵ̃k}∞k=1 を定めると，確かに ϵ̃k
k→∞−−−−→ 0 となっていますが

ϵ̃k Log
(a)
p ϵ̃k = pk+p−2k

Log(a)p pk+p−2k

= pk+p−2k

(k + p−2k) Log(a)p p

= p−k+p−2k

( 1 + kp2k︸ ︷︷ ︸
∈OLϵ

) Log(a)p p

より Log(a)p (p) = a ̸= 0 なら ϵ̃k Log
(a)
k ϵ̃k

k→∞−−−−→ +∞ となってしまいます*21．極限
lim′ の定義で分岐に制限が課されているのは，この様な “望ましくない状況” を排除する
ためなのです．

【定理 1.22 の証明の概略】 分枝 a の多重ポリログ関数 Li
p,(a)
k (z) は z = 1 のまわりで

Li
p,(a)
k (z) = f0(z − 1) + f1(z − 1) Log(a)p (z − 1) + . . . . . .+ fm(z − 1)

{
Log(a)p (z − 1)

}m
fi(z) =

∞∑
j=0

a
(i)
j zj (i = 0, 1, . . . ,m) は |z|p < 1 上収束する a に依存しない 羃級数

という形に “漸近展開” されることが帰納的に証明出来ます ([Fur04, Proposition 2.11] を参
照)．右辺に補題 1.23を適用すると，fi(z−1) の高次の項と Log(a)p (z−1) の積は lim′

z→1
によっ

て消えてしまいますから

lim′
z→1

z∈X(Cp)

Li
p,(a)
k (z) = lim′

z→1
z∈X(Cp)

a
(0)
0 + a

(1)
0 Log(a)p (z − 1) + . . .+ a

(m)
0

{
Log(a)p (z − 1)

}m
· · · · · · (♣)

が成り立ちます．右辺の項で分枝 a ∈ Cp に依存するのは
{
Log(a)p (z − 1)

}j の部分だけです
ので，あとは (♣) の右辺が a

(1)
0 = a

(2)
0 = . . . = a

(m)
0 = 0 のときにのみ収束することを示せ

ば十分です ([Fur04, Lemma 2.15] を参照)．そのために，例えば |α|p < 1 かつ Log(a)p α ̸= 0

なる α ∈ X(Cp) を用いて ϵk = 1 + αk とおきましょう．これを (♣) に代入すると

lim
k→∞

Li
p,(a)
k (ϵk) = lim

k→∞
a
(0)
0 + a

(1)
0 Log(a)p αk + . . . . . .+ a

(m)
0

{
Log(a)p αk

}m
= lim

k→∞
a
(0)
0 + ka

(1)
0 Log(a)p α+ . . . . . .+ kma

(m)
0

{
Log(a)p α

}m
=: lim

k→∞
sk

となります．
ここ

此処で級数の収束の一般論より

*21 a = 0 のとき (即ち Log
(0)
p (p) = 0 のとき) も，例えば ϵ̃k = (p + p2)k+p−2k とおけば，矢張り {ϵ̃k}∞k=1

は発散してしまいます．
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{sk}∞k=1 が収束 (コーシー列) ⇒ 階差数列 {∆sk = sk+1 − sk}∞k=1 が 0 に収束

が成り立ちますから，特に {sk}∞k=1 が収束するならばm階階差数列 {∆msk}∞k=1 が 0に収束す
る必要があります．ところが∆msk =

(
∆mkm

)
×a(m)

0

{
Log(a)p α

}m

= m! a
(m)
0

{
Log(a)p α

}m

と計算出来ますので，∆msk が 0 に収束するためには a
(m)
0 = 0 である必要があります．以

下，帰納的に a
(m−1)
0 = a

(m−2)
0 = . . . = a

(1)
0 = 0 が示せるので，題意が証明出来ました．

同様のテクニックを用いると，許容指数に対して p 進多重ゼータ値 ζKZ
p (k) が “ちゃんと収

束する” ことも示すことが出来ます;

定理 1.26 (p 進多重ゼータ値の収束性). 許容指数 k に対して lim′
z→1

z∈Cp\{1}

Li
p,(a)
k (z) は

(p 進多重ポリログ関数の分枝 a に依らない値に) 収束する．

【証明】*22 k が許容指数であることは，p 進多重ポリログ関数のコールマン反復積分表示

Li
p,(a)
k (z) = (−1)dep(k)

[∫ (a)

Col

ωi1ωi2 · · ·ωiwt(k)−1
ωiwt(k)

]z
0

(it ∈ {0, 1})

に於いて ωi1 = ω1, ωiwt(k)
= ω0 であることに対応していることに注意しましょう．また，積

分定数の不定性の問題を無視してしまえば，コールマン反復積分は局所的には “羃級数の原
始関数を取る操作” に他なりません．積分定数のずれは lim′

z→1
での収束性には何ら関係しない

ので，lim′
z→1

での収束性だけを問題にするのであれば D−
1 (1) := {z ∈ Cp | |z − 1|p < 1} で

局所的に 積分を計算して確認すれば十分です．ポイントとなるのは D−
1 (1) 上では ω0 が

ω0 =
dz

z
= {1 + (z − 1)}−1 dz =

∞∑
n=0

(−1)n(z − 1)n dz

と 収束
べき

羃級数に展開出来る ということです．

さて，Li
p,(a)
k′ (z) := (−1)dep(k)

[∫ (a)

Col

ωi1ωi2 · · ·ωiwt(k)−1

]z
0

と定めると，これも p 進多重ポ

リログ関数ですから，定理 1.22 の証明とまったく同様に [Fur04, Proposition 2.11] を用いて

D−
1 (1) 上で Li

p,(a)
k′ (z) =

m∑
i=0

fi(z − 1)
{
Log(a)p (z − 1)

}i (fi(z) =
∞∑
j=0

a
(i)
j zj は |z|p < 1 上定

義された収束
べき

羃級数) と表せます．したがって，D−
1 (1) 上の収束羃級数 ϕ(z), ψ(z) が定数の

ずれを除いて一致することを ϕ(z) ∼ ψ(z) という記号で表すことにすると

Li
p,(a)
k (z) =

[∫ (a)

Col

Li
p,(a)
k′ (t)

dt

t

]z
0

∼
m∑
i=0

∫ (a)

Col

f̃i(z − 1)
{
Log(a)p (z − 1)

}i
dz · · · (♠)

*22 以下の証明は，安田正大さんのコメントを受けて付けたものです．
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が成り立ちます．
ただ

但し f̃i(z − 1) := {1 + (z − 1)}−1fi(z − 1) は D−
1 (1) で収束する

べき

羃級数で
す．次に紹介する補題 1.27を (♠) の (コールマン) 積分に適用すると

Li
p,(a)
k (z) ∼ (z − 1)

m∑
i=0

i∑
k=0

h
(i)
k (z − 1)

{
Log(a)p (z − 1)

}k
(h

(i)
k (z)は |z|p < 1 で収束する

べき

羃級数)

となるため，補題 1.23より lim′
z→1

Li
p,(a)
k (z) ∼ 0 が従います．

補題 1.27. 任意の |z|p < 1で収束する
べき

羃級数 f(z)と任意の m ∈ Z≥0 に対して |z|p < 1

で収束する
べき

羃級数 h0(z), h1(z), . . . , hm(z) が存在して∫ (a)

Col

f(z − 1)
{
Log(a)p (z − 1)

}m
dz ∼ (z − 1)

m∑
k=0

hk(z − 1)
{
Log(a)p (z − 1)

}k
が成立する．

ただ

但し記号 ∼ は両辺が定数のずれを除いて一致することを表す．

【証明】 mに関する数学的帰納法によって証明します．f(z−1)を f(z−1) =
∞∑
j=0

aj(z−1)j

と表すことにすると，先ず m = 0 のときは∫ (a)

Col

f(z − 1) dz ∼
∞∑
j=0

aj
(z − 1)j+1

j + 1
= (z − 1)

∞∑
j=0

aj
(z − 1)j

j + 1︸ ︷︷ ︸
=:h0(z) とおく

より題意が成り立ちます．m > 0 のときは，部分積分法*23 integration by part によって∫ (a)

Col

f(z − 1)
{
Log(a)p (z − 1)

}m
dz =

∫ (a)

Col

d

dz

 ∞∑
j=0

aj
(z − 1)j+1

j + 1

 {Log(a)p (z − 1)}m dz

= (z − 1)

 ∞∑
j=0

aj
(z − 1)j

j + 1


︸ ︷︷ ︸

=:hm(z−1)

{
Log(a)p (z − 1)

}m

−
∫ (a)

Col

 ∞∑
j=0

aj
(z − 1)��j+1 j

j + 1

 ·m{Log(a)p (z − 1)}m−1 dz

���z − 1︸ ︷︷ ︸
∼ (z − 1)

m−1∑
k=0

hk(z − 1)
{
Log(a)p (z − 1)

}k
(帰納仮定)

より成り立ちます．

*23 部分積分は導分のライプニッツ則の “逆操作” に過ぎないため，コールマン積分でも問題なく成り立ちます．
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注意 1.28. 定理 1.26 の証明は，Lip,(a)k (z) の z = 1 での漸近展開の定数項を完全に無視し
て展開されていますが，(定理 1.22の証明からも分かるように) この無視してしまった定数
項こそが p 進多重ゼータ値 ζKZ

p (k) に他なりません．局所的な積分だけを考えていては 積

分定数の不定性 がまったく制御出来ないため，
やは

矢張り “局所的に項別積分を計算する” とい
う安易な方針では p 進多重ゼータ値 ζKZ

p (k) を計算することは出来ず，きちんと 大域的な
コールマン反復積分を計算する必要があります． [BBK10] などで展開されているように，

コールマン積分は
しばしば

屡々 タイヒミューラー点 Teichmüller point (フロベニウス作用によ

る固定点) を
つな

繋ぐ積分を介して計算されますが，今の状況では考えたいタイヒミューラー
点 0, 1 がともに X(Cp) = P1(Cp) \ {0, 1,∞} に於いて除外されている点 であるため，こ
の方針もなかなか一筋縄にはいかなさそうです．というわけで，p 進多重ゼータ値 ζKZ

p (k)

は，定義は出来たものの 具体的に数値計算するのは難しい対象 です．現在では安田正大さ
んの方法 (詳細は [安田 SS18a] を参照してください) など，ζKZ

p (k) を数値計算するアルゴ

リズムが
いく

幾つか知られています．

§ 1.2.5 KZ型 p 進多重ゼータ値 ζKZ
p (K) の基本性質

p 進多重ゼータ値 ζKZ
p (k) は，「実 / 複素」の世界の多重ゼータ値 ζ(k) にも負けず劣らず

多彩な性質を持つ非常に魅力的な研究対象です．その中でも，「実 / 複素」の世界の多重ゼー
タ値 ζ(k) との比較の観点から最初に抑えておくべき性質をまとめておきましょう．

⋆ kが許容指数 admissible indexならば lim′
z→1

z∈Cp\{1}

Li
p,(a)
k (z)は (ζKZ

p (k)に)収束する．

定理 1.26, [Fur04, Theorem 2.18]

「実 / 複素」の場合と対応する性質です．定理 1.26 では反復コールマン積分を (定数項を
無視して) 直接計算し，補題 1.23を用いて示しましたが，[Fur04, Theorem 2.18] のように
p 進ドリンフェルト結合子の関数等式 (注意 2.11 を参照) から証明することも出来ます．

⋆ k が 許容的 でない ときは lim′
z→1

z∈Cp\{1}

Li
p,(a)
k (z) は 収束したりしなかったり する．

収束する場合は (代数的に定義された) シャッフル正規化 p 進多重ゼータ値*24

ζKZ,x
p (k) に収束する．

「実 / 複素」の世界では起こらない 非常にミステリアスな現象です．個別の指数 k に
対しては，原理的には p 進 KZ 方程式の基本解の関数等式 (補題 2.10 (1) を参照) と明

*24 原田遼太郎さんの記事で紹介されている ζx(wk) [原田 SS18, Proposition 2.3] と全く同様に定義されます．
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示公式 (定理 2.4 を参照) を用いて収束するか否かを判定することが出来ます ([Fur04,

Example 2.23] を参照)．端的に説明を試みるならば，次に紹介する「p 進」世界ならでは
の現象 である ζKZ

p (2k) = 0 によって，lim′
z→1

Li
p,(a)
k (z) を関数等式で書き直したものの “発

散項” (
{
Log(a)p (z− 1)

}j の項) が消えてしまう場合に，“生き残った項” がちょうど p 進多
重ゼータ値のシャッフル正規化 ζKZ,x

p (k) の定義式と一致している，ということです．た
だ，どのような指数 k に対して ζKZ

p (k) が収束/発散するかについて，何か法則性が隠れ
ているのかどうかは分かっておりません．[Fur04, Remark 2.24] では「許容的でない指数
k に対する lim′

z→1
Li

p,(a)
k (z) の収束/非収束の問題は，数論的に非常に深い何らかの性質を反

映しているのではないか」という問題が提起されています．

⋆ p 進多重ゼータ値 ζKZ
p (k) は (定義から Cp の元だが) 実は Qp の元

[Fur04, Theorem 2.25]

「実 / 複素」の世界の多重ゼータ値 ζ(k) が，単に複素数というだけではなく 実数であ
る という事実と対応する性質です (

もっと

尤も「実 / 複素」の世界では，ζ(k) の級数として
の定義から実数であることは当たり前ですが)．証明は，コールマン積分が絶対ガロワ群
Gal(Qp/Qp) の作用に関して同変的に振る舞うこと (Amnon Besser と Rob de Jeu の
論文 [BdJ03, Remark 2.3] で指摘されていますが，まぁ構成から “当たり前” な気もしま

す) と ω0 =
dt

t
, ω1 =

dt

t− 1
がともに Qp 有理的な微分形式であることを用いて，任意の

Gal(Qp/Qp) の元 σ の作用によって (ω0, ω1 が固定されるため) ζKZ
p (k) が不変であるこ

とを示すことでなされます．
ただ

但し，容易に想像出来るようにこの議論が機能するのは 分枝
a が Qp の元のときのみ ですので，実は ζKZ

p (k) の値の分枝非依存性 (定理 1.22) も暗に
重要な役割を演じています．

⋆ 自然数 k に対して ζKZ
p (2k) = 0 「p 進」世界では “π2 = 0”

[Fur04, Expample 2.19 (a)]

「実 / 複素」の世界での “ζ(2k) =
Bk

2(2k)!
(2π)2k” に対応する性質ですが「p 進」世界では

ζKZ
p (2k) が 0 になってしまう ということは特筆すべきでしょう*25．このことは，コール

*25 “正標数多重ゼータ値” (「関数体」の世界での多重ゼータ値) でも同様の現象が観察されます．ちなみに
ζKZ
p (2k) が 0 となってしまうのは “「p 進」世界のゼータの特色” というよりも「Cp という体では π2 に相

当する 周期 period を捉え切れていない」ことの
あら
顕われであると見るべきかもしれません．実際，「π2 (

ある
或い

は π) に相当する p 進的な周期も捉えられるような “大きな環” を構成しよう」という着想に基づいて導入さ
れたのが，ジャン–マルク・フォンテーヌ Jean-Marc Fontaine の p 進周期環 BdR なのですから．
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マンの公式 ζKZ
p (2k) = (1− p−2k)−1Lp(2k, ω

1−2k
p ) (第 3節の定理 3.24を参照) と「奇指

標 χ に対しては久保田–レオポルトの p 進 L 関数 Lp(s, χ) は恒等的に 0 である」という
事実から従います (注意 3.13も参照; 法 p タイヒミューラー指標 ωp は奇指標なので，当然
ω1−2k
p も奇指標です)．ただ，「本来 L 関数の 負の整数点 での値を補間していた久保田–

レオポルトの p 進 L 関数の 正の整数点 での値と p 進多重ゼータ値 ζKZ
p (2k) を結び付け

て (このこと自体は非常に面白い現象だと思いますので，第 3節で詳しく解説します)，久
保田–レオポルトの p 進 L 関数が恒等的に 0 になるという特殊事情を用いて ζKZ

p (2k) = 0

を証明する」というのは，どうしても回り
くど

諄い印象が拭えませんし，多少なりとも “オー
バーキル” な印象も受けます．実際，コールマンの公式や久保田–レオポルトの p 進 L 関
数といった “飛び道具” を用いずとも，ドリーニュが「実 / 複素」の世界でドリンフェルト
結合子の 2-サイクル関係式 と 3-サイクル関係式 を用いて ζ(2k) =

Bk

2(2k)!
(2π)2k を導き

出した手法の「p 進」版を辿ることで，(p 進ドリンフェルト結合子に対する) 2-サイクル
関係式 と 3-サイクル関係式 から ζKZ

p (2k) = 0 を証明することも出来るようです．

⋆ p が奇素数のとき，自然数 k に対して ζKZ
p (2k + 1) ̸= 0 であることは

H2
ét
(SpecZ[1/p],Qp/Zp(−2k)) = 0 と同値 [Fur04, Example 2.19 (b)]

任意の代数体 F に対してエタール・コホモロジー群 H2
ét
(SpecOF [1/p],Qp/Zp) が消滅す

ることは F と p に対して レオポルト予想 Leopoldt conjecture が成り立つ ことと同
値です ([NSW08, Theorem 10.3.6, Theorem 2.6.9] を参照)．一般に任意の整数 m ̸= 1

のとき H2
ét
(SpecOF [1/p],Qp/Zp(m)) が消滅することがペーター・シュナイダー Peter

Schneider により予想されており ([Sch79, p. 192], [KNQ96, Conjecture (Cm)] を参
照)，m 捻りレオポルト予想 k-twisted Leopoldt conjecture などと呼ばれています．こ
の予想は m ≥ 2 の場合は (任意の代数体で) 成り立ち*26，F が総実代数体の場合は m が
負の奇数のときにも予想が成り立つことが知られています ([Sch79, Sektion 5, Collar 7]

を参照)．つまり ζKZ
p (2k + 1) が自明とならないことは，最も難しい m = −2k のとき の

(Q に対する) m 捻りレオポルト予想 (C−2k) と関係しており，ζKZ
p (2k + 1) が数論的 (

ある

或
いは岩澤理論的) に非常に深い背景を持つ p 進数であろうことが示唆されます．

ζKZ
p (2k + 1) の非消滅性と (−2k) 捻りレオポルト予想の同値性は，

やは

矢張りコールマンの
公式 ζKZ

p (2k + 1) = (1 − p−2k−1)−1Lp(2k + 1, ω−2k) を用いて ζKZ
p (2k + 1) を久保田–

レオポルトの p 進 L 関数の特殊値 Lp(2k + 1, ω−2k) に置き替えた上で (定理 3.24 を参
照)，有理数体の岩澤主予想 Iwasawa main conjecture [MW84, Wil90] を介して p 進
L 関数とエタール・コホモロジー群 H2

ét
(SpecZ[1/p],Qp/Zp(−2k)) を結び付けることに

*26 本質的にアルマン・ボレル Armand Borel 等による K2m−2(OF ) の有限性の結果から従います．
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よって示されます*27．ちなみに久保田–レオポルトの p 進 L 関数の連続性 (クンマー合
同式の一般化; 雑談 3.14 も参照) により，k ≡ −k′ (mod p − 1) なる自然数 k′ に対して
Lp(2k + 1, ω−2k) ≡ Lp(1 − 2k′, ω2k′

) = ζ(1 − 2k′) (mod p) が成り立ちます．したがっ
て p が正則素数であるか (p − 1) | 2k が成り立つときは ζ(1 − 2k′) ̸≡ 0 (mod p) となる
ため ζKZ

p (2k + 1) = Lp(2k + 1, ω−2k) ̸= 0 が成り立ちます．
最後に，「実 / 複素」の世界でも ζ(2k + 1) が超越数か という非常に難しい未解決問題
がありますが，「p 進」世界でもその種の “解析的性質” については何ら分かっていませ
ん．[Fur07, Remark 2.20 (ii)] では，ζKZ

p (2k + 1) の非自明性を ドリーニュ–スレ指標
χSoul
p,2k+1 : Xp → Zp(2k + 1) Deligne–Soulé character [Sou81, Section 1] に関する性
質として再解釈されることを引き合いに出して，「この種の “p 進超越数論的問題” は代数
的整数論の問題に帰着出来るのではないか」という問を提出しています．

§ 2 p 進結合子と知られている結果・予想など

本節では，KZ型 p 進多重ゼータ値 ζKZ
p (k) のより詳しい性質を調べるために，最初に [p 進]

多重ゼータ値と切っても切れない関係にある [p 進] KZ方程式 と [p 進] ドリンフェルト結合
子 Φp

KZ について簡単に解説します (第 2.1節)．その後，ζKZ
p (k) とは異なる文脈で導入され

た ドリーニュの p 進多重ゼータ値 ζDe
p (k) と ドリーニュ結合子 Φp

De の概念を (やや “天下
り” 的に) 導入し，古庄さんの p 進多重ゼータ値 ζKZ

p (k) との関係について論じます (第 2.2

節)．最後の第 2.3節では，これまでに導入してきた p 進多重ゼータ値 ζKZ
p (k) や ζDe

p (k) に
ついて，知られている結果や予想をまとめました．

§ 2.1 p 進KZ方程式と p 進ドリンフェルト結合子 Φp
KZ(e0, e1)

本小節では，「実 / 複素」の世界での多重ゼータ値の理論で重要な役割を演じていた KZ方
程式 および ドリンフェルト結合子 の「p 進版」を考察します．コールマン積分論を “ブラッ
クボックス” として認めてしまえば，議論の流れは「実 / 複素」の場合と完全に並行的ですの

で，本報告集の
はらだ

原田
りょうたろう

遼太郎さんの記事 [原田 SS18] と比較しながら読むと理解が深まるかと思
います (原田さんの記事 [原田 SS18] で詳しく解説されている部分は随時説明を省略し，原田
さんの記事の該当箇所を引用することにします)．

*27 より詳しくは，有理数体の p 分岐岩澤加群 Xp = Gal(M{p}/Q(µp∞ )) (M{p} は p の外不分岐な Q(µp∞ )

の最大副 p アーベル拡大) のコホモロジー解釈により，m ̸= 0 のときに Xp(m − 1)Gal(Q(µp∞ )/Q) が
H2

ét
(SpecZ[1/p],Qp/Zp(1−m)) のポントリャーギン双対と同型になります．岩澤主予想は p 分岐岩澤加群

(の特性イデアル) と p 進 L 関数を結び付けるものなので，この同型と岩澤主予想を介して Lp(2k+1, ω−2k)

の値とエタール・コホモロジー群 H2
ét
(SpecZ[1/p],Qp/Zp(−2k)) が結び付くのです．詳細は [KNQ98,

Theorem 3.1] を参照してください．
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記号の規約

以下，X(Cp) 上の 局所解析的関数*28locally analytic function のなす環を ClaX(Cp)

で表します．また，各 a ∈ Cp に対し，X(Cp) 上の分枝 a のコールマン関数のなす
環を A(a)

Col(X(Cp)) とします．一般に可換環 R に対して，2つの不定元 e0, e1 に関

する R 係数非可換
べき

羃級数環を R⟨⟨e0, e1⟩⟩ で表し，不定元 e0, e1 の空語を含む語全
体および空語を含まない語全体をそれぞれ {e0, e1}×, {e0, e1}×× で表します．

定義 2.1 (p 進形式的 KZ方程式,[Fur04, Definition 3.2]). 非可換
べき

羃級数値の局所解析的
関数 G(e0, e1)(z) ∈ ClaX(Cp)

⟨⟨e0, e1⟩⟩ に関する微分方程式
d

dz
G(e0, e1)(z) =

(
e0
z

+
e1

z − 1

)
G(e0, e1)(z) · · · (KZ)p

を (形式的) p 進クニズニーク–ザモロドチコフ方程式 (p 進 KZ 方程式) the (formal)

p-adic Knizhnik–Zamolodchikov equation と呼ぶ．

勿論 (KZ)p は，原田さんの記事で紹介された KZ 方程式 [原田 SS18, Definition 3.1] の
「p 進」類似となっています．原田さんの記事でも解説されていたように，KZ 方程式やドリ
ンフェルト結合子の理論の中核を担っていたのが KZ方程式の基本解の存在と一意性 でした．
定理 2.2 は「p 進」世界でもまったく同様の主張が成り立つことを主張するもので，この定理
のお陰で 「実 / 複素」の世界での KZ方程式やドリンフェルト結合子の理論を，形式的には
“ほぼそのままの形で” 「p 進」世界に移植することが可能となるのです．

定理 2.2 (基本解の存在と一意性, [Fur04, Theorem 3.3, Proposition 3.7]). a ∈ Cp を
固定する毎に (KZ)p の解 G

(a)
0 (e0, e1)(z), G

(a)
1 (e0, e1)(z) ∈ A(a)

Col(X(Cp))⟨⟨e0, e1⟩⟩ で

G
(a)
0 (e0, e1)(z) ≈ ze0 (z → 0), G

(a)
1 (e0, e1)(z) ≈ (1− z)e1 (z → 1)

なる漸近挙動を満たすものが それぞれ唯一つ存在する．これらを p 進 KZ 方程式の基本
解 fundamental solutions of p-adic KZ equation と呼ぶ．

ここで ze0 や (1− z)e1 は “形式的な級数展開”

ze0 = ee0 Log(a)
p z := 1 +

Log(a)p z

1!
e0 +

(
Log(a)p z

)2
2!

e20 + . . .+

(
Log(a)p z

)n
n!

en0 + . . .

(1− z)e1 = ee1 Log(a)
p (1−z) := 1 +

Log(a)p (1− z)
1!

e1 + . . .+

{
Log(a)p (1− z)

}n
n!

en1 + . . .

*28
ここ
此処では z = 0, 1,∞ で対数的極を持つことは特に要請していないため A(a)

loc (X(Cp)) とは違う記号にしまし
たが，あまり気にする必要はありません (結局 A(a)

Col(X(Cp)) 係数の解しか考えないので)．
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で定まる A(a)
Col(X(Cp))⟨⟨e0, e1⟩⟩ の元で，記号 “≈ ze0 (z → 0)” や “≈ (1 − z)e1 (z → 1)” の

定義は [原田 SS18, Lemma 3.3] とまったく同様です．p 進対数関数を用いた定義であるため
ze0 や (1 − z)e1 も p 進対数関数の分枝 a ∈ Cp に依存している ことには注意する必要があ
りますが，分枝 a のコールマン関数 A(a)

Col(X(Cp)) の中で議論している以上誤解の恐れはない
と思われるので a への依存性は記号の中に含めていません．

【定理 2.2 の証明の概略】 同様なので G
(a)
0 (e0, e1) についてのみ議論します．

[一意性について] (KZ)p の解であるような A(a)
Col(X(Cp))⟨⟨e0, e1⟩⟩ の元で ≈ ze0 (z → 0)

となるものが G0(e0, e1)(z), H0(e0, e1)(z) の 2 つ存在すると仮定すると，ライプニッツ則

から d

dz

[{
H0(e0, e1)(z)

}−1
G0(e0, e1)(z)

]
= 0 が成り立ちます ([原田 SS18, Lemma 3.3]

の証明とまったく同じ計算です)．したがって C(e0, e1) :=
{
H0(e0, e1)(z)

}−1
G0(e0, e1)(z)

は “定
べき

羃級数” (つまり Cp⟨⟨e0, e1⟩⟩ の元) となります が，G0(e0, e1)(z), H(e0, e1)(z) の
いず

何れ
も z → 0 で同じ漸近挙動 ≈ ze0 を示すことから C(e0, e1) が 1 となることが確認出来ます
([原田 SS18, Lemma 3.3] の証明も参考にしてください)．

[存在について] (KZ)p の解 G0(e0, e1)(z) で G0(e0, e1)(z) ≈ ze0 (z → 0) を満たすものが
存在するとして G0(e0, e1)(z) = P (e0, e1)(z)z

e0 によって P (e0, e1)(z) を定めると，漸近挙
動 G0(e0, e1)(z) ≈ ze0 (z → 0) の定義から P (e0, e1)(z) は P (e0, e1)(0) = 1 を満たす z = 0

のまわりのリジッド解析的関数となります．そこで P (e0, e1)(z) = 1 +
∑

w∈{e0,e1}××

Pw(z)w

とおいて G(e0, e1)(z) =

1 +
∑

w∈{e0,e1}××

Pw(z)w


{ ∞∑

m=0

{
Log(a)p z

}m
m!

em0

}
を (KZ)p の

両辺に代入すると，Pw(z) に関する微分方程式の族
d

dz
Pw(z) =

1

z
Pw′e0(z)−

1

z
Pe0w′(z) (w = e0w

′e0, w
′ ∈ {e0, e1}×)

d

dz
Pw(z) =

1

z
Pw′e1(z) (w = e0w

′e1, w
′ ∈ {e0, e1}×)

d

dz
Pw(z) =

1

z − 1
Pw′e0(z)−

1

z
Pe1w′(z) (w = e1w

′e0, w
′ ∈ {e0, e1}×)

d

dz
Pw(z) =

1

z − 1
Pw′e1(z) (w = e1w

′e1, w
′ ∈ {e0, e1}×)

d

dz
Pw(z) = 0 (w = e0)

d

dz
Pw(z) =

1

z − 1
(w = e1)
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を得ます．したがって 分枝 a ∈ Cp を固定する毎に 各 P
(a)
w (z) を ω0 =

dz

z
と ω1 =

dz

z − 1
の反復コールマン積分 によって (語 w の長さの短いものから順に) 構成することが出来るの
で，これらを代入し戻すことで所望の (KZ)p の解 G

(a)
0 (e0, e1)(z) を得ます*29．

注意 2.3. 定理 2.2 の主張のうち，特に (KZ)p の基本解の 一意性 は，後程定義する p 進
ドリンフェルト結合子の諸性質を導き出す際に中心的な役割を演じるわけですが，その証
明が「実 / 複素」の世界での議論とまったく同じ手順になっている 点は注目に値するで
しょう．と言うのも，「p 進」世界でテイラー展開可能な関数 (つまり 局所解析的関数) f

の (外) 微分 df が X(Cp) 上で恒等的に 0 であったとしても，そのことからは f が 局所定
数関数 locally constant function であることしか帰結されないため，ClaX(Cp)

⟨⟨e0, e1⟩⟩ で解
を考えている限り定理 2.2の証明中の 二重下線部 の議論が破綻してしまう からです．そ
れにも拘らずこの証明が機能しているのは 解を A(a)

Col(X(Cp))⟨⟨e0, e1⟩⟩ に制限して 考えて
いるから に他ならず，基本解の一意性の主張に於いてもコールマン積分論*30は重要な立ち
回りを演じている のです．

定理 2.2では，(KZ)p の基本解の抽象的な存在定理を紹介しましたが，基本解 G
(a)
0 (e0, e1)(z)

を具体的に計算してみると G
(a)
0 (e0, e1)(z) は p 進多重ポリログ関数 Li

p,(a)
k (z) の “母関数”

となっている ことが観察されます．基本解 G
(a)
0 (e0, e1)(z) の明示式を紹介するために，ホフ

マン代数 (
ある

或いは e0 と e1 についての語) と指数の関係について整理しておきましょう．

ホフマン代数についての記号の規約

Hx = (H = Q⟨e0, e1⟩,x) を (シャッフル積に関する) ホフマン代数とするとき
([金子 SS18, 第 3 節 (10 ページ)] を参照)，その部分代数 Hx ⊃ H1

x
⊃ H0

x
を

H1
x

:= Q + Hxe1, H0
x

:= Q + e0Hxe1 で定めます．また，射影 πi : Hx ↠ Hi
x

(i = 0, 1) を

π1 : Hx ↠ Hx/Hxe0
∼−−→ H1

x
, π0 : Hx ↠ Hx/

⟨
e1Hx + Hxe0

⟩
Hx

∼−−→ H0
x

で定めましょう．端的に言えば，e0, e1 の語の形式的な Q 線型和に対し，π1 は「e0

で終わる語の項」を取り除く操作を表し，π0 は「e1 で始まる語の項」と「e0 で終
わる語の項」を取り除く操作を表しています．このとき，(許容的とは限らない) 指

*29 もちろん 分枝 a の コールマン積分を用いて構成しているため，最終的に得られる関数 P
(a)
w (z) や

G
(a)
0 (e0, e1)(z) が分枝 a ∈ Cp に依存してしまうわけです．

*30 より具体的には「コールマン関数環 A(a)
Col(X(Cp)) が 一致の定理を満たすように 構成されている」こと (命題

1.19 を参照)．
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数と「e1 で終わる語」(つまり H1
x
の空語でない*31モニック単項式) の間には

(k1, k2, . . . , kr−−−−−−−−−→
) ←→ ekr−1

0 e1 . . . e
k2−1
0 e1e

k1−1
0 e1←−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

· · · (IW)

という 1 対 1 対応があります (“Index-Word correspondence” の頭文字を取って

(IW) と表記することにします; 指数の順序と語の
べき

羃数順序が 逆転している ことに
注意してください)．この対応の下で，指数 k に対応する語を wk, 語 w に対応す
る指数を kw で表します．また，この 1対 1対応に基づき，H1

x
の (空語でない) モ

ニック単項式 w に対して，w に含まれる e0, e1 の総数 を wt(w) と書いて w の 重
さ weight と呼び，w に含まれる e1 の総数 を dep(w) と書いて w の 深さ と呼ぶ
ことにしましょう．

以下，H1
x
の元 h =

∑
w∈{e0,e1}×

hww に対して Li
p,(a)
kh

(z) :=
∑

w∈{e0,e1}×

hwLi
p,(a)
kw

(z) と定め

ておきます (
べんぎ

便宜的に Li
p,(a)
∅ (z) = 1 とおきます)．

定理 2.4 (基本解 G
(a)
0 (e0, e1)(z) の明示公式, [Fur04, Theorem 3.15]). (KZ)p の基本解

G
(a)
0 (e0, e1)(z) = 1 +

∑
w∈{e0,e1}××

J (a)
p,w(z)w の係数 J

(a)
p,w(z) は以下の通り;

(ケース 1) w ∈ H1
x

(e1 で終わる語) のとき J
(a)
p,w(z) = (−1)dep(w)Li

p,(a)
kw

(z)

(ケース 2) w = w′et0 (t ≥ 1, w′ ∈ H1
x

) のとき

J (a)
p,w(z) = (−1)dep(w)

∑
0≤i≤t

(−1)iLip,(a)k
π1(w′

x ei0)
(z)

{
Log(a)p z

}t−i

(t− i)!

(ケース 3) w = et0 (t ≥ 0) のとき J
(a)
p,w(z) =

{
Log(a)p z

}t
t!

ここ

此処では，講演のときと同様に定理 2.4の主張の中でも，特に G
(a)
0 (e0, e1)(z) が p 進ポリ

ログ関数の “母関数” であることを示唆する (ケース 1) の証明だけを簡単に紹介することにし

ます．残りのケースは発散項である Log(a)p z が
から

絡む項を丁寧に調べる必要があり，多少技巧的
な証明となりますので，原論文 [Fur04, Theorem 3.15] の証明 (または [原田 SS18, Theorem

5.4] の証明) を参照してください．

【定理 2.4（ケース 1）の証明の概略】 G
(a)
0 (e0, e1)(z) = 1+

∑
w∈{e0,e1}××

J (a)
p,w(z)w を (KZ)p

の両辺に代入して w ∈ H1
x

(“e1 で終わる語”) の係数を比較すると，w の “先頭の文字” に応

*31 空語 ∅ は空指数 ∅ と対応すると定めます．
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じて微分方程式 

1

dz
J
(a)
p,e0w′(z) =

1

z
J
(a)
p,w′(z) (w = e0w

′, w′ ∈ H1
x
)

1

dz
J
(a)
p,e1w′(z) =

1

z − 1
J
(a)
p,w′(z) (w = e1w

′, w′ ∈ H1
x
)

1

dz
J
(a)
p,e1(z) =

1

z − 1
(w = e1)

を得ますが，これは (
1

z − 1
の符号を除けば) p 進多重ポリログ関数を定義する微分方程式に他

なりません (命題 1.15と比べてみましょう)．したがって w = ekr−1
0 e1e

kr−1−1
0 e1 . . . e1e

k1−1
0 e1

に対して，命題 1.16とまったく同様にして

J (a)
p,w(z) =

∫ (a)

Col

ω1 ω0 . . . ω0︸ ︷︷ ︸
k1−1

ω1 . . . ω1 ω0 . . . ω0︸ ︷︷ ︸
kr−1−1

ω1 ω0 . . . ω0︸ ︷︷ ︸
kr−1


z

0

= (−1)r

∫ (a)

Col

(−ω1)ω0 . . . ω0︸ ︷︷ ︸
k1−1

ω1 . . . (−ω1)ω0 . . . ω0︸ ︷︷ ︸
kr−1−1

(−ω1)ω0 . . . ω0︸ ︷︷ ︸
kr−1


z

0

= (−1)dep(w)Li
p,(a)
kw

(z) (命題 1.17 (Li)
p,(a)
Int より)

が成り立ちます (語の深さの定義から dep(w) = r であることに注意しましょう)．

注意 2.5.「実 /複素」の世界でも「p進」世界でも，多重ゼータ値 ζ(k)は “[p進]多重ポリロ
グ関数の z = 1 での特殊値 lim

z→1
Lik(z) ” として表されるのでした．そんな [p 進] 多重ゼー

タ値の〈母体〉とも呼べる [p 進] 多重ポリログ関数が KZ方程式の基本解 G0(e0, e1)(z) の
係数に現われるのですから，安易に考えれば “極限 lim

z→1
G0(e0, e1)(z) ” の係数に [p 進] 多重

ゼータ値 ζ(k) が現われる はずです; つまり “ lim
z→1

G0(e0, e1)(z) ” は [p 進]多重ゼータ値の

母関数 となることが期待されます．これが [p 進]ドリンフェルト結合子 の
おおよ

凡そのイメー
ジです．とは言え z = 1 は [p 進] 多重ポリログ関数や KZ 方程式の基本解 G0(e0, e1)(z)

の定義域から外れていますので，実際には z = 1 での漸近挙動を指定しながら z = 1 へ
の極限を取る，という繊細な操作が必要となります．この操作をやりやすくするために，
z = 1 での漸近挙動を指定した基本解 G1(e0, e1)(z) も

あわ

併せて考えているのです．

定義 2.6 (p 進ドリンフェルト結合子, [Fur04, Definition 3.12]). 非可換形式的羃級数

環 Qp⟨⟨e0, e1⟩⟩ の元 Φp
KZ(e0, e1) :=

{
G

(a)
1 (e0, e1)(z)

}−1
G

(a)
0 (e0, e1)(z) を p 進ドリン

フェルト結合子 the p-adic Drinfel’d associator と呼ぶ．
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注意 2.7. 先ず p 進ドリンフェルト結合子は 変数 z に依存しない定
べき

羃級数 (つまり
Cp⟨⟨e0, e1⟩⟩ の元) となります．このことは，ライプニッツ則を用いた形式的計算によって
d

dz

[{
G

(a)
1 (e0, e1)(z)

}−1
G

(a)
0 (e0, e1)(z)

]
= 0 となることから，コールマン関数に対する一

致の定理 (命題 1.19) を用いて正当化されます．詳細は [Fur04, Remark 3.9], [原田 SS18,

Lemma 3.7]を参照してください．また，(基本解G
(a)
i (e0, e1)(z)はそれぞれコールマン関数

の 分枝 a に依存する にも
かか

拘わらず) p 進ドリンフェルト結合子 Φp
KZ(e0, e1) は コールマン

関数の分枝 a の取り方には 依存しません．というのも，既に説明したようにコールマン関
数は，(発散項として p進対数関数 Log(a)p z が現われる) z = 0, 1,∞を中心とした半径 1の

“開円盤” D−
0 (1), D

−
1 (1), D−

∞(1) 以外の点のまわりでは a に依存しない収束
べき

羃級数展開を持
ちます．一方で Φp

KZ(e0, e1)が zに依らないことは既に確認しましたので，特に Φp
KZ(e0, e1)

を “
{
G

(a)
1 (e0, e1)(z)

}−1

G
(a)
0 (e0, e1)(z) の z0 ∈ Cp \ {D−

0 (1)∪D
−
1 (1)∪D−

∞(1)} での値で
ある” と考えると，これは a の取り方に 依らない値 となりますので，結局 Φp

KZ(e0, e1) も
コールマン関数の分枝 a に依らないことが従います (詳細は [Fur04, Theorem 3.10] を参
照してください)．最後に，このあと紹介する明示公式 (定理 2.8) により Φp

KZ(e0, e1) の係
数がすべて ζKZ

p (k) (の適当な線型和) で表されることが分かりますので，ζKZ
p (k) が Qp の

元であったことと
あわ

併せて Φp
KZ(e0, e1) が実際には Qp⟨⟨e0, e1⟩⟩ の元であることも従います．

このようにして構成した p 進ドリンフェルト結合子 Φp
KZ(e0, e1) は，期待通り p 進多重ゼー

タ値 (正確にはシャッフル正規化された p 進多重ゼータ値) の母関数となっています;

定理 2.8 (p 進ドリンフェルト結合子の明示公式, [Fur04, Theorem 3.30]). p 進ドリン
フェルト結合子 Φp

KZ(e0, e1)はシャッフル正規化された p 進多重ゼータ値 ζKZ,x
p (k)の母

関数となっている．より詳しくは，Φp
KZ(e0, e1)を Φp

KZ(e0, e1) = 1+
∑

w∈{e0,e1}××

Ip(w)w

と展開したときの係数 Ip(w) は以下のように計算される;

Ip(w) =


(−1)dep(w)ζKZ

p (kw) (w ∈ H0
x
のとき),

(−1)dep(w)
∑

0≤i≤s
0≤j≤t

ζKZ
p (kπ0(ei1xes−i

1 w′et−j
0 xej0)

)

(
w = es1w

′et0, s, t ≥ 0,
w′ ∈ H0

x
のとき

※ w′ は空語でも良い

)
︸ ︷︷ ︸

=: ζKZ,x
p (kw) と定義

実際に p 進ドリンフェルト結合子 Φp
KZ(e0, e1) を計算する際には次の命題が用いられます．
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命題 2.9 ([Fur04, Lemma 3.27]). 等式Φp
KZ(e0, e1) = lim′

ϵ→0
ϵ∈Cp\{0}

ϵ−e1G
(a)
0 (e0, e1)(1 − ϵ)が成

り立つ．

命題 2.9 の証明に用いられる主要な道具は，基本解 G1 を G0 で表示する関数等式 (補題
2.10 の (1)) と，極限操作に関する簡単な補題 (補題 2.10 の (2)) です．

補題 2.10. (KZ)p の基本解 G0(e0, e1)(z), G1(e0, e1)(z) について以下が成立する．

(1) G(a)
1 (e0, e1)(1− z) = G

(a)
0 (e1, e0)(z) が成り立つ． [Fur04, Proposition 3.8]

(2) lim′
ϵ→0

ϵ∈Cp\{0}

ϵ−e0G
(a)
0 (e0, e1)(ϵ) = 1 が成り立つ*32． [Fur04, Lemma 3.26]

【補題 2.10 の証明】 　
(1) z̃ := 1− z と変数変換すると，G(a)

1 (e0, e1)(z̃) は変数 z̃ に関する KZ方程式 (KZ)∼p の

解となります．したがって d

dz̃
=
dz

dz̃

d

dz
= − d

dz
に注意すると

d

dz̃
G

(a)
1 (e0, e1)(z̃) =

(
e0
z̃

+
e1

z̃ − 1

)
G

(a)
1 (e0, e1)(z̃) · · · (KZ)∼p

∴ − d

dz
G

(a)
1 (e0, e1)(1− z) =

(
e0

1− z
+

e1
−z

)
G

(a)
1 (e0, e1)(1− z)

より，G(a)
1 (e0, e1)(1 − z) は (KZ)↔p :

d

dz
G(e0, e1)(z) =

(
e1
z

+
e0

z − 1

)
G(e0, e1)(z)

という形の p 進 KZ 方程式の解であることが従います (右辺の係数の e0 と e1 が入
れ替わっている点に注意しましょう)．さらに G

(a)
1 (e0, e1)(z) の漸近挙動に関する特

徴付けから G
(a)
1 (e0, e1)(1 − ϵ) ≈ ϵe1 (ϵ → 0) が成り立ちますので，p 進 KZ 方程式

の基本解の一意性 (定理 2.2 を参照) により，G(a)
1 (e0, e1)(1 − z) は (KZ)↔p の基本解

G
(a)
0 (e1, e0)(z) と一致しなければなりません．以上で題意が示されました*33．

(2) G(a)
0 (e0, e1)(z) ≈ ze0 (z → 0) より G

(a)
0 (e0, e1)(z)z

−e0 = 1 +
∑

w∈{e0,e1}××

zP̃
(a)
0,w(z)w

と表すことが出来ます (P̃ (a)
0,w は z = 0 の近傍での収束

べき

羃級数です)．したがって
ϵ−e0G

(a)
0 (e0, e1)(ϵ) = exp

(
−e0Log(a)p ϵ

){
G

(a)
0 (e0, e1)(ϵ)ϵ

−e0
}
exp
(
e0Log

(a)
p ϵ

)
=

{
1 +

∞∑
n=1

{
−Log(a)p ϵ

}n

n!
en0

}1 +
∑

w∈{e0,e1}××

ϵP̃
(a)
0,w(ϵ)w


{
1 +

∞∑
n=1

{
Log(a)p ϵ

}n

n!
en0

}

*32 ϵ−e0 が 左から掛かっている ことに注意．実際，G(a)
0 (e0, e1)(ϵ)ϵ−e0 は “≈ ϵe0 (ϵ → 0)” の定義から ϵ → 0

で 1 に収束しますが，ϵ−e0G
(a)
0 (e0, e1)(ϵ) は (証明からも分かるように) lim′

ϵ→0
でないと収束しません．

*33 KZ方程式の基本解の性質を調べる際に用いられる 基本解の一意性に基づく議論 の典型例です．
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となりますが，
ここ

此処で右辺を展開して空でない語の係数を調べると，すべて�� ��(ϵ→ 0 で収束する項)× ϵm
{
Log(a)p ϵ

}n
(m ≥ 1, n ≥ 0) という形の項の線型和と

なっていることが確認出来ます．したがって補題 1.23 によって，これらの項は lim′
ϵ→0

で
0 に収束するため，題意が従います (もちろん右辺の定数項は 1 なので)．

【命題 2.9 の証明】 p 進ドリンフェルト結合子の定義式 (定義 2.6)および補題 2.10 より

lim′
ϵ→0

ϵ∈Cp\{0}

ϵ−e1G
(a)
0 (e0, e1)(1− ϵ)

定義 2.6
= lim′

ϵ→0
ϵ∈Cp\{0}

ϵ−e1G
(a)
1 (e0, e1)(1− ϵ)Φp

KZ(e0, e1)

補題 2.10 (1)
=

 lim′
ϵ→0

ϵ∈Cp\{0}

ϵ−e1G
(a)
0 (e1, e0)(ϵ)

Φp
KZ(e0, e1)

補題 2.10 (2)
= 1 · Φp

KZ(e0, e1)

が成り立ちます．

【定理 2.8 の証明の概略】 命題 2.9 の式の各項 ϵ−e1 , G(a)
0 (e1, e0)(1− ϵ), Φp

KZ(e0, e1) をそれ
ぞれ Cp⟨⟨e0, e1⟩⟩ の元として展開すると

lim′
ϵ→0

ϵ∈Cp\{0}

{
1 +

∞∑
n=1

{
−Log(a)p ϵ

}n

n!
en1

}1 +
∑

w∈{e0,e1}××

J(a)
p,w(1− ϵ)w

 = 1 +
∑

w∈{e0,e1}××

Ip(w)w

となります．
そこ

其処 で先ず w ∈ H0
x
の係数 を比較してみますと，w は e0 で始まる語 ですの

で，左辺の 二重下線部 (ϵ−e1 の部分) の高次の項は w の係数に寄与し得ません．したがって

Ip(w) = lim′
ϵ→0

ϵ∈Cp\{0}

J (a)
p,w(1− ϵ)

定理 2.4
= (−1)dep(w) lim′

ϵ→0
ϵ∈Cp\{0}

Li
p,(a)
kw

(1− ϵ)

となりますが，右辺の極限値は p 進多重ゼータ値 (−1)dep(w)ζKZ
p (kw) の定義そのものなので，

w ∈ H0
x
の係数について題意が成り立つことが示されました．w ̸∈ H0

x
なる語の係数について

は，定理 2.4の証明と同様の巧妙な手法によって計算されます．原論文 [Fur04, Theorem 3.15]

の証明 (
ある

或いは [原田 SS18, 定理 Theorem 5.10]) を参照してください．

注意 2.11. 対応 (IW) によって語 w ∈ H0
x
と対応する指数 kw は 許容的指数 admissible

index であることが簡単に確認出来ますので，上記の計算は指数 k が 許容的 であるときに
(KZ型の) p 進多重ゼータ値 ζKZ

p (k) が (lim′
z→1

の極限で) 収束する ことの別証明にもなっ
ています．実際 [Fur04, Theorem 2.18] の証明では，上記の議論によって許容指数に対す
る ζKZ

p (k) の収束性が説明されています．

本小節の最後に，ζKZ
p (k) が シャッフル積公式 shuffle product formula を満たすことを紹

介しておきましょう．
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定理 2.12 (KZ型 p 進多重ゼータ値のシャッフル積公式,[Fur04, Corollary 3.46]). KZ

型 p 進多重ゼータ値 (およびそのシャッフル正規化) はシャッフル積公式を満たす; 即ち
ζKZ,x
p (k x k′) = ζKZ,x

p (k)ζKZ,x
p (k′) が成り立つ．

【証明の概略】 原田遼太郎さんの記事 [原田 SS18, Remark 4.3] でも解説されているように，
p 進多重ゼータ値 (のシャッフル正規化) がシャッフル積公式を満たすことと p 進ドリンフェ
ルト結合子が 群的元 group-like element であること，即ち Cp 代数の射

∆: Cp⟨⟨e0, e1⟩⟩ → Cp⟨⟨e0, e1⟩⟩⊗̂Cp
Cp⟨⟨e0, e1⟩⟩ ; ei 7→ ei⊗̂1 + 1⊗̂ei (i = 0, 1)

に対して ∆(Φp
KZ(e0, e1)) = Φp

KZ(e0, e1)⊗̂Φ
p
KZ(e0, e1) が成り立つことは同値ですので，後者

を示します．そこで A(a)
Col(X(Cp))⊗̂Cp

(
Cp⟨⟨e0, e1⟩⟩⊗̂CpCp⟨⟨e0, e1⟩⟩

)
での KZ方程式

d

dz
Ĝ(z) =

(
∆e0
z

+
∆e1
z − 1

)
Ĝ(z)

を考えると，∆(G
(a)
0 (e0, e1)(z)) と G

(a)
0 (e0, e1)(z)⊗̂G(a)

0 (e0, e1)(z) は ≈ ze0⊗̂ze0 (z → 0)

を満たす解であることが形式的な計算で確認出来るので (詳細は [Fur04, Proposition 3.43]

の証明を参照)，KZ 方程式の基本解の一意性*34から両者は一致します．まったく同様に
∆(G

(a)
1 (e0, e1)(z)) と G

(a)
1 (e0, e1)(z)⊗̂G(a)

1 (e0, e1)(z) も (≈ (1− z)e1⊗̂(1− z)e1 (z → 1) を
満たす解なので) 一致することが分かります．したがって

∆(Φp
KZ(e0, e1))

定義 2.6
= ∆(G

(a)
1 (e0, e1)(z))

−1∆(G
(a)
0 (e0, e1)(z))

= (G
(a)
1 (e0, e1)(z)

−1⊗̂G(a)
1 (e0, e1)(z)

−1) · (G(a)
0 (e0, e1)(z)⊗̂G(a)

0 (e0, e1)(z))

=
(
G

(a)
1 (e0, e1)(z)

−1G
(a)
0 (e0, e1)(z)

)
⊗̂
(
G

(a)
1 (e0, e1)(z)

−1G
(a)
0 (e0, e1)(z)

)
= Φp

KZ(e0, e1)⊗̂Φ
p
KZ(e0, e1)

が成り立ちます．

§ 2.2 ドリーニュ結合子 Φp
De(e0, e1) とドリーニュの p 進多重ゼータ値 ζDe

p (k)

本小節では，古庄英和さんによって定義された p 進多重ゼータ値 ζKZ
p (k) とは別の流儀で導

入された ドリーニュの p 進多重ゼータ値 ζDe
p (k) を，p 進ドリンフェルト結合子 ΦKZ

p (e0, e1)

を用いたやや “天下り” 的な方法で定義し，古庄英和さんの p 進多重ゼータ値 ζKZ
p (k) との関

係を記述します．本小節ではドリーニュによる p 進多重ゼータ値の理論の詳細には踏み込み
ませんので，興味のある方は古庄さんの論文 [Fur07] や Ünver の論文 [Ünv13] をご参照く
ださい (数論幾何学やモチーフの哲学に関する予備知識が不可欠な論文ですが)．

*34 係数環が複雑になりますが，定理 2.2とまったく同様の形式的な議論で正当化出来ます．
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定義 2.13 (ドリーニュ結合子, [Fur07, Theorem 2.8], [De02]). 文字 e0, e1 に関する非
可換羃級数 Φp

De(e0, e1) ∈ Qp⟨⟨e0, e1⟩⟩ を，等式

Φp
KZ(e0, e1) = Φp

De(e0, e1) · Φ
p
KZ

(
e0
p
, Φp

De(e0, e1)
−1 e1

p
Φp
De(e0, e1)

)
· · · (KZD)p

によって定め，ドリーニュ結合子 Deligne associator と呼ぶ．

ドリーニュ結合子 Φp
De(e0, e1) は，その名が示す通り (退化) 結合子 (degenerate) associator

となっていることが証明されています (第 2.3 節も参照してください)．そこで，p 進ドリン
フェルト結合子 Φp

KZ(e0, e1) の “許容的な語” w ∈ H0
x
の係数に (古庄英和さんの意味での)

p 進多重ゼータ値 ζKZ
p (kw) が現れていたことを真似て ドリーニュの多重ゼータ値 ζDe

p (k) を
次のように定義しましょう．

定義 2.14 (ドリーニュの p 進多重ゼータ値, [Fur07, Definition 2.7]). ドリーニュ結合
子 Φp

De(e0, e1) を Qp⟨⟨e0, e1⟩⟩ の元として展開した際の “許容的な語” w ∈ H0
x
の係数を

(−1)dep(w)ζDe
p (kw) と定める．許容指数 k に対し，この手順で定まる p 進数 ζDe

p (k) を
ドリーニュの p 進多重ゼータ値 Deligne’s p-adic multiple zeta values と呼ぶ．

例 2.15 ([Fur07, Example 2.10]). 等式 (KZD)p の両辺を展開して，「深さが小さい語」
(つまり，含まれる e1 の数が少ない語) から順に係数を比較することにより，2種の p 進
多重ゼータ値 ζKZ

p (k) と ζDe
p (k) の関係が記述出来ます*35．例えば深さが 1 のときは

ζDe
p (k) =

(
1− 1

pk

)
ζKZ
p (k) (k ≥ 2)

となることが簡単に確認出来ます．深さが 2 のときは若干計算が繁雑になりますが，
k2 ≥ 2 に対して

ζDe
p (k1, k2)

=

(
1− 1

pk1+k2

)
ζKZ
p (k1, k2)− (1− δk1,1)

(
1

pk2
− 1

pk1+k2

)
ζKZ
p (k1)ζ

KZ
p (k2)

−
k1−2∑
i=0

(−1)i
(

1

pk1−i
− 1

pk1+k2

)(
k2 − 1 + i

k2 − 1

)
ζKZ
p (k1 − i)ζKZ

p (k2 + i)

− (−1)k1

k2−2∑
j=0

(
1

pk2−j
− 1

pk1+k2

)(
k1 − 1 + j

k1 − 1

)
ζKZ
p (k1 + j)ζKZ

p (k2 − j)
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となることが直接計算によって確認出来ます．
ただ

但し δk1,1 =

1 (k1 = 1 のとき)

0 (k1 ≥ 2 のとき)
はク

ロネッカーのデルタ記号です; つまり上式の 下線部 は k1 = 1 のときは 0 と
みな

見做してい

ます．もちろん深さ 1 での関係式 ζKZ
p (k) =

(
1− 1

pk

)−1

ζDe
p (k) を右辺に代入して整理

することで，KZ 型の p 進多重ゼータ値 ζKZ
p (k1, k2) を，深さが 2 以下のドリーニュの

p 進多重ゼータ値たち (の積) の Q 線型和で表すことも出来ます．
一般に深さが r のときには，対応 (IW) によって許容指数 k に対応する語 wk での等
式 (KZD)p の係数を比較すると

(−1)rζKZ
p (k) = (−1)rζDe

p (k)+(−1)r 1

pwt(k)
ζKZ
p (k)

+ (深さが r 未満の ζKZ
p と ζDe

p の積たちの Q 線型和)

という形になることは容易に確認出来ます．したがって，指数 k の深さ r に関する帰
納法によって ζKZ

p (k), ζDe
p (k) のいずれも，他方の p 進多重ゼータ値の (積の) Q 線型

和で表せることが従います．その意味で [Fur07] では，ζKZ
p (k) と ζDe

p (k) を “等しく

はないが等価” “not the same but equivalent ” と表現しています．
ただ

但し，非可換
べき

羃級数
Φp
De(e0, e1) の逆元 Φp

De(e0, e1)
−1 の計算も容易ではありませんし，(KZD)p の右辺を展

開して wk の係数を計算する際に “語 wk の分割の仕方” に
まつ

纏わる複雑な組合せ論的問題
が生じるため，深さ r が大きいときに ζKZ

p (k) や ζDe
p (k) の一方を，他方の p 進多重ゼー

タ値の (積の) Q 線型和で表す明示式を書き下すことは容易なことではありません．

雑談 2.16. 本小節では Φp
De(e0, e1) を等式 (KZD)p を用いて “天下り” 式に “定義” しま

したが，もちろんドリーニュがあるとき突然 (KZD)p という複雑怪奇な等式を思いつい

て，
おもむろ

徐 に Φp
De(e0, e1) を定義したわけではありません．それどころか，ドリーニュ結合

子 Φp
De(e0, e1) の導入は

むし

寧ろ古庄英和さんによる p 進ドリンフェルト結合子 Φp
KZ(e0, e1)

の定義に先んじており (2002年のアリゾナ・ウィンタースクールでドリーニュが出題した

課題 [De02] の中で
すで

既に Φp
De(e0, e1) の構成のアイデアが本質的に紹介されています)，ド

リーニュ自身も多大な貢献を果した P1 \ {0, 1,∞} の 代数的基本群の理論 [De89] を背景
としています．たとえば，Q 上の射影的代数多様体 X/Q の (ℓ 進) エタールコホモロジー
Hi

ét
(X,Qℓ) への フロベニウス作用の特性多項式 は，本質的に X のハッセ–ヴェイユ・

ゼータ関数の p 因子となっており，数論的に極めて重要な不変量であることは良く知られ

*35 Φp
∗(e0, 0) = Φp

∗(0, e1) = 0, 即ち「Φp
∗(e0, e1) の es0, et1 (s, t ≥ 1) の項の係数はすべて 0」であることに気を

付けましょう (∗ = KZ または De とします)．
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ています．ドリーニュ結合子 Φp
De(e0, e1) は，非常に

おおざっぱ

大雑把に言えばこの良く知られた構成
の 基本群版 (“非可換版”) を辿って得られるものです; より具体的には，本来 Φp

De(e0, e1)

は「−→01 = 10 = 0と −→10 = −11 = 1l を繋ぐ “標準的なドラーム道” canonical de Rham path

d−→
01,

−→
10
への (クリスタリン) フロベニウスの作用を記述する羃級数」として定義されるも

ので，“物理的” な動機から導入された KZ方程式をルーツとする Φp
KZ(e0, e1) とはまった

くと言って良いほど異なる背景を持つ対象なのです．定義 2.13 の式 (KZD)p は，本当は
出自を異にする 2 つの結合子 Φp

KZ(e0, e1) と Φp
De(e0, e1) の関係を記述する “非自明な等

式” として捉えられるべきものです．ドリーニュ結合子 Φp
De(e0, e1) やドリーニュの p 進

多重ゼータ値 ζDe
p (k) についての詳細は古庄さんの論文 [Fur07, Definition 2.7] や Sinan

Ünver の論文 [Ünv13] を参照してください．

雑談 2.17. 2 つの結合子 Φp
KZ(e0, e1), Φ

p
De(e0, e1) を繋ぐ等式 (KZD)p は非常に複雑な

形をしていますが，実は “退化結合子の棲み家” である次数付きグロタンディーク–タイヒ
ミューラー群 GRT(Qp) = Qp ⋉GRT1(Qp) の積構造

(α2, g2(e0, e1)) ◦ (α1, g1(e0, e1)) =

(
α1α2, g1

(
g2(e0, e1)

e0
α2

g2(e0, e1)
−1,

e1
α2

)
· g2(e0, e1)

)
=

(
α1α2, g2(e0, e1) · g1

(
e0
α2

, g2(e0, e1)
−1 e1

α2
g2(e0, e1)

))
と密接に関係しています; 実際この積 (の第 2式) を用いると，等式 (KZD)p は

(p, Φp
KZ(e0, e1)) = (p, Φp

De(e0, e1)) ◦ (1, Φ
p
KZ(e0, e1)) · · · (KZD)′p

の第 2 成分を取り出したものと解釈出来ます．(次数付き) グロタンディーク–タイヒミュ
ラー群 GT/Q, GRT/Q については [古庄 16] で分かりやすく解説されていますので，是非
参考になさってください (GRT/Q の積構造は定理 1.33(2), 系 2.14で紹介されています)．

§ 2.3 知られている結果と予想

本小節では p 進多重ゼータ値の概説の締め括りとして， p 進多重ゼータ値について知られ
ている結果や予想などを，特に「実 / 複素」の世界の理論や「有限多重ゼータ値」の理論，

ある

或
いは「正標数多重ゼータ値」(「関数体」の世界の多重ゼータ値) の理論との比較の観点を重視

しつつ
まと

纏めます．

⋆ p 進 KZ結合子 Φp
KZ(e0, e1) は Qp⟨⟨e0, e1⟩⟩ の 群的元 group-like element であり，

さらに Φp
KZ(e0, e1) ∈ exp

[
L∧
Cp
,L∧

Cp

]
が成り立つ (L∧

Cp
はこの後登場しないので，

定義は割愛します)． [Fur04, Proposition 3.43, Theorem 3.45]

–45–



この後紹介する 結合子関係式 associator relation の一部ではありますが，これらは KZ方
程式の基本解の一意性 (定理 2.2参照)から容易に導き出せます．その事実を強調するため，

敢えて結合子関係式と分けて紹介しました．
なお

尚，Φp
KZ(e0, e1)が群的元であることからシャ

ッフル積関係式 shuffle product formulaが従うことも既に注意した通りです (定理 2.12を
参照)．ただ，「実 / 複素」世界でのシャッフル積の “幾何的” 解釈である「ζ(k1)ζ(k2) の積

分表示の積分領域 ∆wt(k1)×∆wt(k2) (
ただ

但し ∆k := {(ti)ki=1 | 0 < t1 < t2 < . . . < tk < 1})
を標準単体 ∆j の和に細分する」という考え方 (金子先生の原稿 [金子 SS18, Section 3 の
前半] も参照してください) が「p 進」世界では最早通用しないため*36，「p 進」世界での
p 進多重ゼータ値のシャッフル積関係式は 結合子が群的元であることの帰結 として導き
出さざるを得ない，という点は注意しておくと良いかもしれません．

⋆ 双対性 duality : w ∈ H0
x
に対して ζKZ

p (kτ(w)) = ζKZ
p (kw) が成り立つ．

ただ

但し
τ : H0

x
→ H0

x
は ei 7→ e1−i (i = 0, 1) で定義される反自己同型．

田中立志 [Ta04, 田中 07], 古庄英和

多重ゼータ値の双対性がドリンフェルト結合子の 2-サイクル関係式と同値であることは良
く知られています．したがって (KZ型) p 進多重ゼータ値の双対性は，今や Φp

KZ(e0, e1)

の結合子関係式の帰結に過ぎませんが，まだ KZ 型 p 進多重ゼータ値が定義されて間も
ない時期に，田中立志さんが修士論文で ζKZ

p (K) に対して双対性が成り立つことを一早
く指摘されていました．田中さんの証明方法は 形式的結合子 formal associator と呼ば
れる ホフマン代数係数の非可換羃級数 Φ̂(e0, e1) ∈ Hx⟨⟨e0, e1⟩⟩ を用いる方法です．形式

的結合子とは，
おおざっぱ

大雑把に言えば “実値写像” ζx : Hx → R ; w 7→ ζx(kw) によってドリ
ンフェルト結合子 ΦKZ(e0, e1) が得られるような，言わば “普遍的なドリンフェルト結合
子” とでも呼ぶべき対象です ([田中 07, Section 3] を参照)．一方で形式的結合子の構成と
p 進ドリンフェルト結合子の明示公式 (定理 2.8) を比較すると，Φ̂(e0, e1) の “p 進値写像”

ζKZ,x
p : w 7→ ζKZ,x

p (kw) での像が p 進ドリンフェルト結合子 Φp
KZ(e0, e1) と一致すること

は直ちに分かります．田中さんは，形式的結合子の段階で “2-サイクル関係式” に相当する
関係式が成立することを直接確認することで，Φp

KZ(e0, e1) も 2-サイクル関係式を満たす
ことを示しています．一方で KZ方程式の基本解の一意性の議論を巧みに用いた古庄英和
さんの別証明も知られています (こちらも形式的で非常に分かりやすい証明だと思います;

[田中 07, p.p. 173–174] も参照してください)．

*36 コールマン反復積分はあくまで “コールマン積分を逐次的に実行する” 操作を表しているだけであり，「実 / 複
素」の世界のように 多重積分の逐次積分表示 としての解釈は与えられていなかったことに注意してください
(「p 進」世界での多重積分の困難性については複シャッフル関係式を紹介する際にも注意します)．
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⋆ ドリーニュ結合子 (0, Φp
De(e0, e1)) の結合子関係式

Sinan Ünver [Ünv13, Section 7]

p 進ドリンフェルト結合子 (0, Φp
KZ(e0, e1)) の結合子関係式

古庄英和 [Fur07, Proposition 3.1]

「p 進」世界での結合子関係式は，最初に Sinan Ünver によってドリーニュ結合子に対
して証明されました．古庄英和さんは，最初は Ünver とは独立に (恐らく「実 / 複素」
の世界でのドリンフェルト結合子の結合子関係式の証明の「p 進」類似を直接辿ることで)

Φp
KZ(e0, e1) の結合子関係式を証明することを計画していたようですが，[Fur07] では結局
等式 (KZD)p を用いて Ünver の結果に帰着することで Φp

KZ(e0, e1) の結合子関係式を導

いています．
なお

尚，ドリーニュ結合子は形式的にはコールマン積分論を用いずに定義するこ
とが

でき

出来ますが，Ünver の結果 [Ünv13] でも 5-サイクル関係式の証明でコールマン積分
が用いられている点は注意しておきます．

⋆ 複シャッフル関係式 double shuffle relation Amnon Besser–古庄英和 [BF06]

正規化複シャッフル関係式 regularised double shuffle relation

古庄英和–Amir Jafari [FJ07]

(正規化された) 調和積関係式と (正規化された) シャッフル積関係式を結びつけることで
簡単に得られる，「実 / 複素」の世界では良く知られた関係式ですが，「p 進」の世界でも
まったく同様の関係式が成り立ちます．——でも，ちょっと待ってください．「シャッフル
関係式」の方はともかく*37，「調和積関係式 harmonic product formula, stuffle product

formula」は多重ゼータ値の 級数表示 を掛け合わせたものに対して “和の取り方を変える”

ことで得られるものでした．しかるに「p 進」世界では 多重ゼータ値の “級数表示” は必
ず発散してしまう (!! ) のですから (命題 1.1 を参照)， “複シャッフル関係式” が成立する

かどうかを議論する以前に，
そもそも

抑々 「調和積関係式」などというものが「p 進」世界で成立
し得るのか という課題と真正面から

たいじ

対峙せねばなりません．
この「p 進」世界ならではの困難を克服し，調和積関係式および複シャッフル関係式が
「p進」世界でも成り立つことを示したのが Amnon Besserと古庄英和の共同研究 [BF06]

です．彼等は，(KZ型) p 進多重ゼータ値 ζKZ
p (k)が元々 p 進

べき

羃級数 を由来に持つ p 進多
重ポリログ関数 Lipk(z) の “z → 1 での極限” として与えられていたことに着目し，p 進多

*37
ここ
此処ではシャッフル関係式については簡単に流してしまっていますが，シャッフル積関係式の成立も「p 進」世
界では (“結合子を経由しなければ得られない” という意味で) それほど明らかな関係式とは言えない，という
点は改めて確認しておいた方が良いでしょう．
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重ポリログ関数の段階で

Lipk(z1) · Li
p
l (z2) =

( ∑
0<n1<...<nr

znr
1

nk1
1 n

k2
2 · · ·n

kr
r

)( ∑
0<m1<...<ms

zms
2

ml1
1 m

l2
2 · · ·m

ls
s

)
を計算して「調和積関係式」を導き出し，“解析接続” した上で，その “(z1, z2)→ (1, 1) で
の極限” として KZ 型 p 進多重ゼータ値の「調和積関係式」を取り出そうと考えました．
直観的にも非常に分かり易い戦略ですが，これを実行するためには
◎ 2変数関数 “Lipk(z1)Li

p
l (z2)” の “解析接続” が必要

⇝ コールマン積分論の 多変数関数版 を構築しなければならない (! )

◎ 極限 “(z1, z2) → (1, 1)” の取り方に制限を付けないと発散してしまう (第 1.2.4節 で
説明した lim′ の導入の過程を思い出しましょう)

⇝ 高次元 (多変数) の設定でどうやって “極限の取り方” に制限を課すか?

という 2つの困難を克服する必要があります．前者の困難については，実は [BF06] の研
究よりも以前に Amnon Besser が [Bes02] に於いて，コールマン積分の “淡中解釈” に
基づいたコールマン積分論の “多変数化” に成功しており，[BF06] でも Besser の理論が
じゅうおうむじん

縦横無尽に用いられています．後者の困難の克服こそが [BF06] の主たる目的の 1つであ
り，彼等はドリーニュによる 接基点 tangential base points の理論を “高次元化” し，極限
(z1, z2)→ (1, 1) の取り方を “高次元化” した接基点を用いて指定することで，KZ型 p 進

多重ゼータ値の「調和積公式」を導き出すことに見事に成功しました (したがって，
すで

既に正
当化されているシャッフル積公式と組み合わせることで，KZ型 p 進多重ゼータ値に対す
る複シャッフル関係式が正当化されたこととなります)．古庄英和と Amir Jafari の共同
研究 [FJ07] は，[BF06] の結果を正規化された p 進多重ゼータ値に拡張したものです．
なお

尚，[BF06, FJ07] が出版された後に，古庄英和さんによる「結合子関係式から正規化複
シャッフル関係式が導かれる」という有名な結果 [Fur11, Theorem 0.2] が発表されまし
た*38．[Fur11] で採用されている戦略は非常に明快で，最初に結合子関係式 (より詳しく
は五角形関係式) を用いてバー構成 bar construction*39の段階で調和積関係式を証明して
います．バー構成は有理数体 Q 上で定義されている対象ですので，それの “(実数への) 実

現” をとることで調和積関係式や (正規化) 複シャッフル関係式が従う，という
からく

絡繰りです．
[Fur11] では “実数への実現” しか扱われていませんが，“p 進実現” を考えると KZ 型の
p 進多重ゼータ値の調和積関係式や (正規化) 複シャッフル関係式が導かれることは，バー
構成とコールマン反復積分による ζKZ

p (k) の構成からほぼ明らかです．したがって [Fur11]

*38 以降の説明は，山本修司さんからの質問コメント，指摘を受けて加筆しました．

*39 非常に
おおざっぱ
大雑把なイメージとしては，反復積分が満たす関係式 (例えばシャッフル積公式など) を，反復積分する

前の “有理微分形式” の段階で扱えるように定式化したものがバー複体 (バー構成) の理論と言えるでしょう．
詳細は，例えば [GF, Section 3.4] などを参照してください．
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を用いれば， [BF06, FJ07] で展開された p 進積分論の難しい議論 (コールマン積分論や
接基点の理論の高次元化) を回避して (正規化) 複シャッフル関係式を導出することが出来
ます．ただ，「p 進」世界の中だけで調和積関係式や複シャッフル関係式がどのようにして
導き出されるかを明らかにした [BF06, FJ07] は，非常に直接的な証明で分かり易く，現
在に於いても大変意義のある結果だと思います．また，[Fur11] でも多重ポリログ関数の調
和積関係式をバー構成の文脈に持ち込むこと ([Fur11, (3.1), (3.2)] 式を参照) が非常に大
きなステップになっていますので，取り分け「p 進」世界の (正規化) 複シャッフル関係式

に
お

於いて 多重ポリログ関数が重要的な役割を演じている ことに何ら変わりはありません．

⋆ 次元予想: 数列 {dpk}∞k=0 を漸化式 dpk+3 = dpk+1 + dpk, d
p
0 = 1, dp1 = dp2 = 0 で定

める (母関数は
∞∑
k=0

dpkt
k =

1− t2

1− t2 − t3
)．このとき，重さが k の許容指数に関する

p 進多重ゼータ値 ζKZ
p (k) たち*40で張られる Qp の Q 線型部分空間 Zp

k の次元は

dpk だろう;
すなわ

即ち dimQZp
k

?
= dpk が成り立つだろう．

古庄英和–山下剛 [Ya10, Conjecture 2]

「実 / 複素」世界の多重ゼータ値に対するザギエの次元予想 (金子先生の原稿 [金子 SS18,

予想 2.2] を参照) に対応する「p 進」世界での次元予想です．
ここ

此処で定義されている次元
の数列 {dpk}∞k=0 は，ザギエ予想に登場する数列 {dRk}∞k=0 と dRk = dpk+3 という関係にあ

ります．これは，「p 進」世界特有の関係式 ζKZ
p (2) = ζDe

p (2) = 0 により dimQZp
2 = 0 と

なってしまう分，漸化式の「初期条件」がザギエ予想のものとずれてしまうからです．
なお

尚，
「実 / 複素」の世界では混合テイトモチーフの理論を用いることで次元予想の “上界” の不
等式 dimQZR

k ≤ dRk が示されていましたが (寺杣–Deligne–Goncharov の定理; 詳
細は萩原啓さんの記事 [萩原 SS18, 定理 1.1] を参照してください)，「p 進」世界でも対応す
る不等式 dimQZp

k ≤ d
p
k が山下剛さんによって証明されています [Ya10, Theorem 1.3]．

山下さんの証明方針は，Deligne–Goncharov の証明の「p 進」版を辿るもので，混合テイ
トモチーフの「p 進実現」を考察する際に高度な p 進ホッジ理論 (“開多様体の p 進ホッ

ジ理論”) が用いられています．
なお

尚，山下さんは Deligne–Goncharov に
なら

倣って “p 進多重
L 値” の概念も定義した上で，次元予想や上界の不等式の結果を “p 進多重 L 値” にまで
拡張しています ([Ya10, Theorem 1.4] を参照)．

最後に，「p 進」世界の次元予想の数列 {dpk}∞k=0 が，
おの

小野
まさたか

雅隆さんの原稿 [小野 SS18] の
予想 1.2.1で紹介されている 有限多重ゼータ値の空間 ZA

k の次元予想の数列 {dAk }∞k=0 と

*40 空間 Zp
k の定義の際に，ζ

KZ
p (k) の代わりに ζDe

p (k) を用いても構いません (p 進多重ゼータ値の “等価性” よ
り; 例 2.15 を参照してください)．
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まったく同じもの となっていることに注意を喚起しておきましょう*41．この “奇妙な符
合” からも，「p 進多重ゼータ値」の世界と「有限多重ゼータ値」の世界の間に何やら “密
接な関係” があることが

うかが

窺い知れるのですから．

⋆ 「実 / 複素」の世界の多重ゼータ値との関係: 重さが k の許容指数に関する (通常
の) 多重ゼータ値 ζ(k) たちで張られる R の Q 線型部分空間 ZR

k に対し，対応

ϕp =
(
ϕp,k

)
k
: ZR :=

∑
k≥0

ZR
k → Zp :=

∑
k≥0

Zp
k ; ζ(k) 7→ ζKZ

p (k) (または ζDe
p (k))

は well-defined な Q 代数の全射準同型写像となるだろう*42．また ϕp の核は ζ(2)

で生成される部分 Q 代数 ZRζ(2) だろう (特に ϕp の核は素数 p に依存しない? )．
—— falklore? 古庄英和の予想?

この予想は “ζp(2k) = 0” という「p 進」世界特有の関係式を除いて「実 / 複素」世界の
多重ゼータ値と「p 進」世界の多重ゼータ値は まったく同じ振舞いをする こと，

ある

或いはよ
り突っ込んだ表現をするならば 「実 / 複素」の世界と「p 進」の世界というまったく位相
が異なる世界に

す

棲む多重ゼータ値が “本質的に等価なもの” である ことを主張する非常に
大胆不敵な予想です．一応〈モチーフの哲学〉など，この予想を支える哲学的な根拠 (? )

は
いく

幾つかあるのですが，決定的な証拠があるわけでもなく，まだまだ解決にはほど遠い大
予想です．ちなみに「実 / 複素」世界の多重ゼータ値と「有限多重ゼータ値」に対しても，
この予想と非常に良く似た形で，核が ZRζ(2) であるような well-defined な Q 代数の全
射準同型 ρ : ZR → ZA ; ζ∗S(k) 7→ ζA(k) が存在することが予想されています (これが有
名な 金子–ザギエ予想 Kaneko–Zagier conjecture です; 詳しくは本報告集の小野さん
[小野 SS18, 予想 2.1.3] および関さん [関 SS18] の解説記事を参照してください)．
この予想は “標数 0” の世界では解決の糸口すら見つかっていませんが，“標数 p” の多重
ゼータ値 positive characteristic multiple zeta values の世界では，驚くべきことに対応
する予想のかなりの部分が成り立つことが，最近

チャン

張
チェユー

介玉さんと
みしば

三柴
よしのり

善範さんの共同研究の
中で示されました．非常に紛らわしいですが，“標数 p” の多重ゼータ値とは (金子昌信さ
んと Don Zagier さんにより導入された) 「有限多重ゼータ値」とはまったく別のもの
で，言うなれば 「関数体」の世界の多重ゼータ値 です．以下，A を q 元体 Fq 上の多項
式環 Fq[θ] とし，K をその商体とします．K の “無限素点” に付随する付値 |·|∞ (つまり
|θ|∞ = q を満たす付値) での K の完備化を K∞ = Fq((1/θ)) とし，K∞ の代数的閉包
K の (1/θ) 進完備化を C∞ とします．関数体と代数体の間に強い類似性が見られること

*41 小野さんの原稿では ZA
k の予想次元を表す記号 dAk は定義されておらず，dRk−3 が用いられています．

*42 つまり 「実多重ゼータ値の 任意の Q 代数関係式に対し，対応する p 進多重ゼータ値の Q 代数関係式が成立
するだろう」ということ．
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は古典的に良く知られていますが，リーマンゼータ値の「関数体類似」として，1935年に
は Leonard Carlitz [Car35] が カーリッツゼータ値 ζA,∞(k) ∈ K∞ の概念を導入して
その性質を研究していました．カーリッツゼータ値の多重版として，2004年頃に Dinesh

S. Thakur [Tha04, Section 5.10] が 正標数多重ゼータ値 ζA,∞(k) ∈ K∞ の概念を導入
しています*43．これを ∞ 進多重ゼータ値 と呼ぶことにしましょう．張–三柴は，K の
有限素点 v (A のモニック既約多項式に付随する付値のこと) に対して v 進多重ゼータ値
ζA,v(k) ∈ Kv [ChaM17, Definition 6.1.1]を “v 進カーリッツ星付多重ポリログ関数” を
用いて定義し*44 (Kv は K の v に関する完備化です)，次の結果を証明しました．

定理 2.18 ([ChaM17, Corollary 6.4.3]). Kv の代数的閉包の v 進完備化 Cv へのK

の埋め込みを固定し，∞ 進多重ゼータ値 ζA,∞(k) および v 進多重ゼータ値 ζA,v(k)

の張る K 線型空間をそれぞれ Z∞, Zv とすると，Z∞ → Zv ; ζA,∞(k) 7→ ζA,v(k)

は well-defined な全射 K 線型写像*45である．

証明の核心を担うのはアンダーソン–タークルの〈t-モチーフ〉の理論 t-motives introduced

by Greg W. Anderson and Denish S. Thakur という「関数体」の世界特有の〈モチー
フ〉理論です．そのためもちろん彼等の証明を “標数 0” の世界に直接逆輸入することは出
来ませんが，「関数体」の世界の多重ゼータ値に対しても或る種の〈モチーフ〉が主要な役
割を演じていることは注目に値するでしょう．

なお

尚，既に指摘したように，彼等は t-モチー
フの理論に加えて カーリッツ対数関数の「多重版」および「v 進版」 を主要な道具立てと
して積極的に用いており，[p 進] 多重ゼータ値の理論に於いて [p 進] 多重ポリログ関数が
重要な役割を演じていたことと符合している点も見逃せません．

*43 金子–ザギエの有限多重ゼータ値 ζA(k) と記号まで紛らわしいですが，[ChaM17] の記法に
なら
倣って “A” の記

号をローマン体で表記することにし，さらに下付き添字 ∞, v などを付けることで区別してみました．
*44 タークルも [Tha04, Section 5.10] で v 進多重ゼータ値を定義していますが，(両者に何らかの関係があるこ
とは期待されているものの) まったく同じものではないそうです．

*45 (三柴義範さんからのコメント) 張の直和性定理 [Cha14, Theorem 2.2.1. (1)] Z∞ ∼=
∞⊕

k=0

Z∞,k (Z∞,k は

重さ k の ∞ 進多重ゼータ値の張る K 線型空間) により Z∞ には次数付き代数の構造が入りますが，Zv

に次数付き代数の構造が入るかどうかはまだ明らかではなく，特にこの全射が K 代数の準同型 であるかは分
かっていません．また，この写像の核も完全には決定されていません ([ChaM17, Remark 6.4.4] も参照)．
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⋆ p 進整性: 指数 k に対し ζKZ
p (k) ∈

(
pZp

)[wt(k)] が成り立つ．特に p > wt(k) な

らば ζDe
p (k) ∈ Zp が従う．

ただ

但し (pZp)
[wt(k)] は

{
pj

j!

∣∣∣∣ j ≥ wt(k)

}
が生成する

Qp の Zp 部分加群 (“PD*46イデアル”と呼ばれています)．
赤木和真–広瀬稔–安田正大 [AHY, 赤木 17]

Andre Chatzistamatiou [Chat17, Corollary 5.5]

金子昌信–Don Zagier の有限多重ゼータ値への応用: ζDe
p (k) の法 p 還元と ζA(k)

との関係，有限多重ゼータ値の空間の次元の上界評価 dimQZA
k ≤ dAk への応用

赤木和真–広瀬稔–安田正大 [AHY, 赤木 17] + David Jarossay [Jar15, (1.4.7)]

p 進多重ゼータ値に関する最近の進展の中でも最もホットな話題の 1 つです．p 進多重
ゼータ値の “p 進整性” に関しては，当初から古庄英和さんが問題にされていました (古庄
さんは ζKZ

p (k) ∈ Zp と予想していたようです; [古庄 03, p.42 12⃝] などを参照) が，近年
Andre Chatzistamatiou*47 の研究と赤木和真，広瀬稔，安田正大の 3氏による共同研
究に於いて独立に同じ形の “p 進整性” の結果が得られています．
[AHY] では p 進多重ゼータ値の p 進整性に留まらず，ζDe

p (k) の “法 p 還元” と有限多重
ゼータ値 ζA(k) を結び付け，p 進多重ゼータ値の空間 Zp

k の次元評価についての山下剛さ
んの結果を用いることで有限多重ゼータ値の空間 ZA

k の次元を評価することを試みていま

す．その途中で “予想” として登場する，
あ

或る種の調和和と (ドリーニュの) p 進多重ゼー
タ値の間の関係式 [Jar15, (1.4.7)] が，近年 David Jarossay によって証明されたため，
両者の結果を合わせることで現在では dimQZA

k の次元評価も得られているのです．
本項目のより詳しい内容に関しては，[AHY] の執筆者の 1 人である安田正大さんの記事
[安田 SS18b] で解説されています．この結果が生み出された背景や経緯についても詳しく
書かれた，1つの大理論が生み出されるまでのドキュメントとしての側面も持つ大変興味
深い記事です，興味を持たれた方は，本稿に引き続き

ぜひ

是非安田さんの解説記事もお楽しみ
ください．また，Jarossay の公式を応用した “一般化金子–ザギエ予想” の壮大な構想に
ついては，関真一朗さんが矢張り本報告集の解説記事 [関 SS18] の中で熱く語っていらっ
しゃると思いますので，そちらもお見逃しなく．

*46 フランス語 “puissances devisées” (divided power) にちなんだ名称．p の羃乗 pn を n! で割ったものを
divided power と呼びます．“分母を持つ p 羃” 程度の意味です．

*47
つづ
綴り字 “ch” はギリシア・アルファベットの χ (カイ，キー) のローマ字表記であるため，発音を無理矢理カタ
カナ表記するのであれば “カチスタマチウ” といった感じになるようです．
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§ 3 p 進 [多重] L 関数とコールマン型の公式

本節では p 進 [多重] ゼータ値の話題から少し離れて，p 進 [多重] L 関数 p-adic [multiple]

L-function について論じます．歴史的には (1 変数の) p 進 L 関数 (久保田–レオポルトの
p 進 L 関数) Lp(s, χ) は，p 進 [多重] ポリログ関数の “z = 1 での値” として導入される (古

庄さんの) p 進 [多重] ゼータ値よりもずっと以前に構成されており，
すで

既に 岩澤理論 Iwasawa

theory など整数論の諸分野に多大な影響を与える存在でした．p 進 L 関数の理論は，これま
で概観してきた p 進 [多重] ゼータ値の理論とはかなり

おもむき

趣 が異なるものの，それでいて大変
魅力的なものとなっています．「ディリクレ L 関数の 負の整数点 での値を補間する “唯一の

関数”」としての p 進 L 関数の “定義” (または特徴付け) の段階で，p 進 [多重] ゼータ値の
まと

纏

う雰囲気とは
いささ

些か異なる印象を持たれる方が多いでしょう．しかしながら コールマンの公式
(定理 3.24) によって，「実 / 複素」の世界と同様に p 進 L 関数の 正の整数点 での値 が (古
庄英和さんの意味での) p 進ゼータ値と結びつく (! ) というのですから驚くより他にありませ
ん．本節ではそんな p 進 [多重] L 関数の織り成す魅惑の世界を存分に味わっていただければ
と思います．第 3.0節では (1変数の) p 進 L 関数の 補間性質 interpolation property による
特徴付けを紹介します．第 3.1節では，p 進 [多重] L 関数を構成するために必要な p 進測度
論 p-adic measure theory を概観し，第 3.2節では古典的な 1変数の場合の理論を若干詳しく
考察します．第 3.3節では，p 進多重 L 関数に関する古庄英和，小森靖，松本耕二，津村博文
による最近の共同研究 [FKMT17b] の概要を簡単に紹介します．

§ 3.0 「p 進」世界で “ゼータ関数” をどう “定義” するか?

多重ゼータ値 ζ(k) を特殊値として持つ オイラー–ザギエ型多重ゼータ関数 ζ(s) multiple

zeta function of Euler–Zagier type は，複素 変数 s = (s1, s2, . . . , sr) に対して

ζ(s) := ζEZ(s) :=
∑

0<n1<n2<...<nr

1

ns11 n
s2
2 . . . nsrr

· · · (EZ)

で定義される (多変数) 複素関数で，Cr の適切な領域 Dr で絶対収束し，積分表示を用いて Cr

全体へと有理型に解析接続されるのでした (詳細は
おのづか

小野塚
ともかず

友一さんの解説記事 [小野塚 SS18,

Proposition 2.1] を参照; 本稿の第 3.3.1でも触れています)．
かよう

斯様な関数 ζEZ(s) の「p 進」世
界での対応物を考察するにはどうすれば良いのでしょうか? ——単に変数を s ∈ Zr

p や s ∈ Cr
p

のような「p 進」変数に取り替えるだけでは巧くいきそうにありません (命題 1.1 でも見たよ
うに，「p 進」世界では k ∈ Nr であっても “ζEZ(k)” は発散してしまうのですから)．一方で，
今回は “指数” s を動かしたい のですから，指数が k ∈ Nr で固定された関数である 多重ポリ
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ログ関数 Lik(z) を用いる，という手段も封じられています*48．
か

斯くして「p 進」世界で “ゼー
タ 関数” の対応物を構成するのは，見た目よりもずっと難しい問題 となっていることが実感
出来るかと思います．
ところで r = 1 のとき (つまり s = (s) のとき) は，オイラー–ザギエ型多重ゼータ関

数 ζEZ(s) は リーマンゼータ関数 Riemann zeta function ζ(s) に他なりませんが，その
負の整数点での特殊値 は 関–ベルヌーイ数 Seki–Bernoulli number Bk による明示的な表

示 ζ(1− k) = −Bk

k
(k ≥ 1) を持っていたのでした．

ただ

但し，
ここ

此処では関–ベルヌーイ数は母

関数 tet

et − 1
=

∞∑
k=0

Bk
tk

k!
によって定義されるものを採用しています．特にリーマンゼータ関

数の負の整数点での値は 有理数 となりますので，「実 / 複素」の世界でも「p 進」の世界でも
意味のある値となっています．
「p 進」世界で “ゼータ関数” を “定義” する (

ある

或いは “特徴付ける”) 際に活躍するのが，(1変
数) 複素関数論でも非常に重要な役割を演じていた 一致の定理 identity theorem です (円盤
上のリジッド解析的関数については定義 A.8を参照してください)．

命題 3.1 (p 進一致の定理). 中心 a, 半径 r > 0 の円盤 D±
a (r) 上定義されたリジッド

解析的関数 f(z), g(z) を考える．円盤 D±
a (r) に集積点を持つ点列 {zk}∞k=1 に対して

f(zk) = g(zk) (∀k ≥ 1) が成り立つならば，D±
a (r) 上のリジッド解析的関数として f = g

が成り立つ (複号同順)．

【証明】 証明中に現れる複号は同順であるとします．以下では f と g を f − g と 0 に取り替
えて，円盤 D±

a (r) に集積点を持つ点列 {zk}∞k=1 に対して f(zk) = 0 (∀k ≥ 1) を満たすよう
な D±

a (r) 上のリジッド解析的関数が零関数であることを示します．また，適当に {zk}∞k=1 の
部分列に取り替えることで， lim

k→∞
zk = α ∈ D±

a (r) かつ zk ̸= α (∀k ≥ 1) が成り立つと仮定し

ても一般性を失いません．このとき f が零関数でないと仮定して矛盾を導きましょう．
ま

先ず
α ∈ D±

a (r) であったことから，命題A.11 によって f は点 z = α のまわりで (D±
α (r) = D±

a (r)

で収束する) テイラー展開

f(z) = cn(z − α)n + cn+1(z − α)n+1 + cn+2(z − α)n+2 + . . . . . . (∃n ∈ Z≥0, cn ̸= 0)

= (z − α)n
{
cn + cn+1(z − α) + cn+2(z − α)2 + . . . . . .

}
=: (z − α)nh(z)

を持ちます (上記のような n の存在は，f が零関数ではないという仮定によるものです)．
ここ

此処

*48
そもそも
抑々 多重ポリログ関数 Lik(z) の「p 進版」はあくまで p 進多重ポリログ関数 Lipk(z) であって，“p 進多重
ゼータ関数” とは到底呼べませんよね．
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で h(z) = (z − α)−nf(z) は h(α) = cn ̸= 0 を満たす D±
α (r) 上の解析的関数となります*49．

一方で f(zk) = 0 かつ zk ̸= α より h(zk) = 0 (∀k ≥ 1) が成り立ちます．したがって解析的
関数の連続性から h(α) = lim

k→∞
h(zk) = 0 が従うはずですが，これは h(α) ̸= 0 であったこと

と矛盾します．したがって背理法により f(z) が零関数であることが示されました．

注意 3.2. p 進ワイエルシュトラスの準備定理 p-adic Weierstraß preparation theorem

により，Zp 係数の形式的羃級数 f(T ) は p の
あ

或る非負整数羃 pµ と多項式 gf (T ) で
gf (T ) ≡ T ord(g) (mod pZp) を満たすもの (特殊多項式 distinguished polynomial と呼ば
れています)，および Zp[[T ]] の可逆元*50u(T ) の積

�� ��f(T ) = pµgf (T )u(T ) の形に一意的
に分解することが出来ます．f(t) の零点は多項式 gf (T ) の零点と一致するため，特に有

限個であることが従います．p 進 L 関数は Zp[[T ]] (
ある

或いは分母を少し付け加えたもの) の
元として構成出来るため，p 進ワイエルシュトラスの準備定理を用いて命題 3.1 を証明す
ることも出来ます ([落合 14, 命題 2.21] を参照)．p 進ワイエルシュトラスの準備定理自体

は，
いわゆる

所謂 “(ワイエルシュトラスの) 割り算定理” と p 進位相の完備性を用いた比較的簡単
な代数的議論で証明出来るため (例えば [落合 14, 定理 2.13] を参照)，p 進ワイエルシュト
ラスの準備定理を用いた証明の方が分かり易いと思われる方も多いかもしれませんが，本
稿では敢えて 複素関数論での一致の定理の証明 [Ahl78, p.p.126–127] との比較 を重視し
た証明を採用しました．実際，命題 3.1の証明を [Ahl78, p.p.126–127] (の前半部) と見比

べてみると，
ほと

殆んど同じ議論で証明が進んでいることが見て取れると思います．p 進数体
(の代数的閉包の完備化 ) Cp は，有理数体 Q の完備化であるという点で複素数体 C と非
常に良く似通っているため (図 1 も参照)，p 進解析 (「p 進」世界での解析学) も最初は
複素関数論との類似 に着目して研究が進められました．そのため p 進解析を勉強すると，

複素関数論と非常に良く似た定理や命題を
あまた

数多目することが出来ます．
一方で 複素関数論 と 「p 進」世界の解析 の間の 超えることの出来ない壁 (複素解析的

×α

f = g

×
U = D−

α (ρ) ⊔ (U \ D−
α (ρ))

図 3 p 進一致の定理の証明の限界: “収束円盤” での結果をその外側に拡張することが出来ない

*49 実際，|cj |pρj
j→∞−−−−→ 0 が成り立つならば |cn+j |pρj = ρ−n · |cn+j |pρn+j も 0 に収束します．h(z) の

(z − α)j の係数は cn+j なので，h(z) も f(z) と同じ収束条件を満たすことが分かります．
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手法の “限界” ) も認識しておくことは非常に大切です．例えば複素関数論では，一致の定
理は最終的に f , g が定義されている 領域 上での主張へと拡張されますが，「p 進」世
界では円盤上での主張から拡張することは出来ません．複素関数論では，最後に 連結性
connectedness の議論によって，f = g が成り立つ範囲を集積点 α でのテイラー展開の収
束円盤から f , g の定義領域へと拡張していました (

そもそも

抑々 “領域” という用語自体が 連結な
開集合を指していました)．ところが「p 進」世界は 完全不連結 totally disconnected な世
界ですので (命題 A.6を参照)，f , g の定義されている開集合は 連結とはなりえず，した
がって f = g が成り立つ範囲を α を中心とする円盤の外に延ばすことが出来ない のです
(図 3も参照)．一致の定理は，複素関数論に於ける 解析接続 analytic continuation の理論
の基礎付けを与える定理でした．第 1.2.3節で「p 進」世界では (素朴な意味での) 解析接続

は出来ないことを解説しましたが，解析接続の理論の
いしずえ

礎 たる一致の定理を証明する際の
(位相に

まつ

纏わる) “限界” もまた，「p 進」世界での解析接続の難しさを示唆しているのです．

さて，p と p− 1 は互いに素な整数なので，自然数 N の集合 {k ∈ N | k ≡ 0 (mod p− 1)}

は p の高い
べき

羃乗を幾らでも含みます．特にこの集合は D−
0 (1) の中に集積点 0 を持ちます．し

たがって，もし (適当な r ≥ 1 に対して) D−
0 (r) 上定義された s = 1 でのみ 1位の極を持つ

p 進有理型関数 ζp : D−
0 (r) → Cp で，各 k ∈ N, k ≡ 0 (mod p − 1) に対して (Cp の部分体

である Q での等式として)

ζp(1− k) = (1− pk−1)ζ(1− k)
(
= −(1− pk−1)

Bk

k

)
∀k ∈ N, k ≡ 0 (mod p− 1)

· · · (IP)ζ
を満たすものが 存在するとしたら，

かよう

斯様な関数 ζp(s)は (IP)ζ という性質を満たす 唯一つの
s = 1 でのみ 1 位の極を持つ p 進有理型関数として特徴付けられる ことになります; 実際
p 進一致の定理 (命題 3.1) を D−

0 (r) 上の解析的関数 (s − 1)ζp に適用することで一意性が導
かれるのです．この ζp(s) は リーマンゼータ関数の負の整数点での特殊値を「p 進的に」補間
している ので，まさしく リーマンゼータ関数の「p 進」世界での対応物 (“p 進リーマンゼー
タ関数”) と呼ぶに

ふさわ

相応しい対象であると言えるのではないでしょうか?

等式 (IP)ζ は，関数 ζp(s) を “「p 進」世界のリーマンゼータ関数” として特徴付けている性

質と
みな

見做すことが出来るため，
しばしば

屡々 p 進ゼータ関数 (より一般には p 進 L 関数) の 補間性質
interpolation property と呼ばれます．もちろん補間性質 (IP)ζ や後の定理-定義 3.11で紹介
する (IP)KL を満たすような (s = 1 でのみ 1位の極を持つ) p 進有理型関数や p 進正則関数
が 存在すること は まったく自明ではなく，したがって「p 進」世界で “ゼータ関数” や “L 関

数” を考察する際には，
ま

先ず p 進ゼータ関数 / p 進 L 関数の構成 自体が 非自明な問題 とな

*50 Zp[[T ]] の可逆元は，定数項が Zp の単数であるものとして特徴付けられます ([落合 14, 補題 2.15] を参照)．
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ります．この辺りの事情は，適当なディリクレ級数 (の有理型解析接続) を L 関数の “定義” と

する「実 / 複素」世界の古典的な L 関数の理論とは大きく立場を
こと

異にしています．それどこ
ろか，補間性質 (IP)ζ や (IP)KL を満たす関数を作り出しさえすれば，それは (p 進一致の定
理 3.1により) “自動的に” p 進ゼータ関数 / p 進 L 関数になってしまうのですから，p 進ゼー
タ関数 / p 進 L 関数の構成法は 複数存在し得る ことになります．実際，この後の第 3.2節で
紹介する 久保田–レオポルトの p 進 L 関数 Kubota–Leopoldt p-adic L-function に限っ
ても，久保田–レオポルトが最初に提示した構成法 [KL64] (雑談 1.4も参照してください)を
筆頭に，Amice–Fresnel による方法 [AF72]，“スティッケルベルガー元の極限” として構成
する岩澤健吉のスティッケルベルガー構成 ([落合 14, 3.2.3項] を参照)，Mazur によるベル
ヌーイ分布を用いた p 進測度論的構成 ([Ko77, Chapter Ⅱ] を参照; 雑談 3.23 でも簡単に触
れています)，Washington によるフレヴィッツゼータ関数の特殊値の p 進補間を経由する
方法 ([Was97, Section 5.2] を参照)，円単数のノルム整合系のコールマン羃級数を用いたコー
ルマン–岩澤の構成 ([落合 14, 3.2.3項], [坂内 02] を参照)，さらにはアイゼンシュタイン級数
の定数項にディリクレ L 関数の負の整数点での特殊値が現われることに着目して，アイゼン
シュタイン級数の合同式 (

ある

或いはそれを用いた極限操作により得られる p 進アイゼンシュタ
イン級数) を介して p 進 L 関数を構成する方法 ([Ser73, 長岡 SS05] を参照; p 進モジュラー
形式 p-adic modular forms の理論の

さきが

先駆けであり，後の Pierre R. Deligne と Kenneth

A. Ribet による大理論 [DR80], [大下 SS14, 付録 C] のプロトタイプとも言える手法です) な
ど，非常に沢山の構成法が知られています．これらの構成法にはそれぞれ長所短所があり，取
り分け 岩澤理論 Iwasawa theory などの分野では，場面に応じて様々な構成法を使い分ける
ことで，あの様な多彩な理論が展開されてきたと言っても過言ではないでしょう．第 3.2節で
は数ある久保田–レオポルトの p 進 L 関数の構成法の中から，p 進ゼータ関数の 正の整数点
での特殊値 と第 2節までで概観した (KZ型) p 進ゼータ値 ζKZ

p (k) との関係を調べるのに非
常に適した コブリッツの構成法 [Ko79, Ko80] を紹介します．

雑談 3.3. 補間性質 (IP)ζ や定理-定義 3.11で紹介する補間性質 (IP)KL による p 進 L 関
数 Lp(s, χ) の特徴付けは 「実 / 複素」世界では “まったく意味をなさない” ことには注意
しておく必要があるでしょう．実際，g(s) を C 上の任意の正則関数として

f(s) = eg(s)s
∞∏
k=1

(
1 +

s

k

)
e−s+ 1

2 (
s
2 )

2− 1
3 (

s
3 )

3
+...+(−1)k 1

k (
s
k )

k

と定めると，f(s) は 任意の k ∈ N に対して f(1− k) = 0 を満たす整関数となります
(Weierstraßの無限乗積の理論; [Ahl78, Chapter 5, Theorem 7] を参照)*51．したがっ
て関数 (1− p−s)ζ(s) + f(s) もまた (1− p−s)ζ(s) と同じ「負の整数点での特殊値」を持
つ，s = 1 でのみ 1位の極を持つ有理型関数となります．関数 f(s) は正則関数 g(s) の選
び方の分だけ任意性を持ちますので，リーマンゼータ関数と同じ「負の整数点での特殊値」
を持つ複素有理型関数は 非可算無限個存在する こととなり，補間性質 (IP)ζ (

ある

或いは Z の
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部分集合 {1− k | k ≡ 0 (mod p− 1)} での (1− p−s)ζ(s) の特殊値) はリーマンゼータ関

数をまったく特徴付けていません．
か

斯くして「実 / 複素」の世界では (適切な) ディリクレ
級数の有理型解析接続である ということ自体が「ゼータ関数である」ことを特徴付ける非
常に重要な要素となるのです．一方の「p 進」世界は，[多重] ディリクレ級数がまったく収
束してくれない (命題 1.1) という意味で “ゼータ関数との相性が非常に悪い” 世界ですが，
そんな「p 進」世界では，我々が散々悩まされ続けてきた p 進位相の “悲劇的な” 性質 を逆
手に取って “ゼータ関数の整数点での特殊値を p 進的に補間する” という性質のみでゼータ

関数が特徴付けられる——この
あ

或る種の “逆転現象” は実に興味深いと思います．

§ 3.1 記号等の準備: p 進測度論速習コース

本小節は，本節の後半 (第 3.2節および第 3.3節) での議論で用いられる記号や諸概念の
まと

纏
めです．特に p 進 L 関数の構成の際に非常に有用な p 進測度論 について若干詳しく説明
しました．“1変数版” の p 進測度論はコブリッツの論文 [Ko79] の Section 1 や書籍 [Ko80,

Section 2] にも分かりやすく
まと

纏められていますので，
ぜひ

是非参考にしてください．後程 “多変数
版” の理論を展開することを見越して，本稿ではもう少し一般的な設定での解説を試みました
([MSw74, Section 7] に基づいています)．

第 3節の記号の設定

以下では p は (簡単のため) 奇素数*52とし，有理数体 Q の代数的閉包 Q の
複素数体 C への埋め込み ι∞ : Q ↪→ C および p 進数体の代数的閉包 Qp へ
の埋め込み ιp : Q ↪→ Qp (⊂ Cp) を固定しておきます．また，ヘンゼルの補
題 Hensel’s lemma ([Ko77, Theorem 2] を参照) により誘導される標準的な
p 進指標 (Z/pZ)× ∼= µp−1 ↪→ Z×

p を ωp と表記し，法 p タイヒミューラー指標

Teichmüller character modulo pと呼びます (
ただ

但し µp−1 ⊂ Q× は 1の (p−1)乗

根全体のなす乗法群を表しています)．合成 (Z/pZ)×
ωp∼= µp−1

ι∞
↪→ C× を介して，

しばしば

屡々 ωp を導手 p のディリクレ指標 ωp : Z → C と
みな

見做すことがあります．p 進指
標 ωp とディリクレ指標を同一視する方法が，最初に固定した埋め込み ι∞ : Q ↪→ C
に依存していることは改めて強調しておきます．最後に，ヘンゼルの補題が誘導す

*51 「p 進」世界でもワイエルシュトラスの無限乗積の類似は存在しますが (例えば [Rob00, Chapter 6,

Section 2.3, Theorem] を参照)，指定した無限個の点集合 {αk}∞k=1 で零点を持つ無限乗積の収束条件は
|αk|p

k→∞−−−−→ ∞ となります (本質的に p 進ワイエルシュトラスの準備定理の帰結です)．「p 進」世界では任
意の x ∈ Z の p 進付値が 1 以下になってしまうので，Z の無限部分集合に対して無限乗積の理論を適用する
ことは出来ません．このような考察から，「Z が C や Cp に (位相的に) “どのような形で入っているか? ”」が

「関数を整数点での値で特徴出来るか否か」を大きく左右していることが
うかが
窺 い知れるでしょう．
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る直積分解 Z×
p
∼= µp−1 × (1 + pZp) によって x ∈ Z×

p に対応する元を (ωp(x), ⟨x⟩)

で表すことにします; つまり ⟨x⟩ := xωp(x)
−1 ∈ 1 + pZp と定めます．⟨x⟩ は

しばしば

屡々
岩澤の括弧記号 Iwasawa bracket と呼ばれます．

それでは p 進測度論の解説に移りましょう．以下本小節では，アーベルな位相群 G は位
数有限な開正規部分群の減少列 {Nn}n≥0 で

∩
n≥0 Nn = {0G } を満たすものを持ち，さら

に G ∼= lim←−
n→∞

Gn と表されると仮定します (アーベル群 G の単位元を 0G としました)．
ただ

但し

各有限商 Gn := G /Nn には離散位相を入れておき，同型 G ∼= lim←−
n→∞

Gn は位相群の同型であ

るとしています．このとき G はコンパクトかつ完全不連結な位相群となります．実用上は
G ∼= (有限アーベル群)× Zd

p の形の位相群*53しか出て来ませんので，この形の位相群のみを
想定して読み進めていただいてもまったく問題ありません．

定義 3.4 (分布と測度, [MSw74, Section 7, (7.1)] など). K (⊂ Cp) を Qp の有限次拡
大とする．位相アーベル群 G 上の関数 µ : {G のコンパクト開集合 } → K が 有限加法

性 finite additivity µ

(
k⊔

i=1

Ui

)
=

k∑
i=1

µ(Ui) を満たすとき，µ を G 上の (K 値) 分布

distribution と呼ぶ．さらに，G の各コンパクト開集合 U に対して |µ(U)|p が 有界 と
なるとき，µ を (K 値) 測度 measure と呼ぶ．

注意 3.5. G の任意のコンパクト開集合は，部分集合族 {g+Nn}g∈G ,n≥0 の元の非交和と
して表されますので，µ の有限加法性をチェックする際は任意の g ∈ G , n ≥ 0 に対して

µ(g + Nn) =
∑

a∈Nn/Nn+1

µ(g + a+ Nn+1) · · · (DR)

が成り立つことを確認すれば良いことになります．等式 (DR) は 分布関係式 distributin

relation と呼ばれます．

さて，p 進分布 µ が与えられると
{G 上の K 値局所定数関数 } // K

ϕ =
∑
g∈Gn

ϕg1lg+Nn (ϕg ∈ K) � //
∫

G

ϕdµ :=
∑
g∈Gn

ϕgµ(g + Nn)

によって G 上の 局所定数関数 を分布 µ で 積分 することが出来ます (
ここ

此処では 1lU で開集合
U の特性関数を表しています)．一方で G 上の (K 値) 連続関数 ϕ は，局所定数関数 (“階段関

数”) の 極限 ϕ = lim
k→∞

ϕk として実現することが出来るため*54，“
∫

G

ϕdµ = lim
k→∞

∫
G

ϕk dµ ”

*52 本節の議論の大半は，若干の修正の下で p = 2 のときも適用出来ます．
*53 この場合は Nn = {0} × (pnZp)d とすれば，上記の条件をすべて満たします．
*54 実際，G 上の K 値連続関数の空間 C(G ,K) の中で，K 値局所定数関数のなす K 線型部分空間が (上限ノル
ム ∥f∥sup := supg∈G |f(g)|p に関して) 稠密であることが簡単に確認出来ます．
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によって µ による積分を 連続関数 に拡張することが出来そうです．この極限が常に収束し，
収束値が関数列 {ϕk}k の取り方に依らないことを保障するために µ が 測度 であること，言
い換えれば分布 µ の 有界性 が要請されます ([MSw74, Section 7, (7.1) Proposition] などを
参照; 議論としては通常の測度論と大差ありません)．このような事情から，p 進測度論を適用
したい場面では 測度の有界性を確認すること が極めて重要な課題となるのです*55．

雑談 3.6. OK を K の整数環としますと，OK 値分布はすべて (自動的に有界になるので)

測度となります．このとき，対応

{Gn 上の OK 値測度 }
∼ // OK[Gn] ; µ 7→

∑
g∈Gn

µ(g + Nn)g

の射影極限を取ることで，G 上の OK 値測度全体のなす OK 加群と G の OK 係数 岩
澤代数 Iwasawa algebra OK[[G ]] := lim←−

n→∞
OK[Gn] との間の全単射を得ます ([MSw74,

Section 7, (7.2)] を参照)*56．この対応を介して p 進測度を岩澤代数の元として捉えるこ
とが出来ます．この観点は，取り分け 岩澤理論 Iwasawa theory で p 進 L 関数を “代数
的な不変量” (岩澤加群の特性イデアルなど) と結び付ける際には極めて重要ですが，本稿
の目的のためには必要ないのでこれ以上立ち入らないことにします．

§ 3.2 1変数の場合 — 久保田–レオポルトの p 進 L 関数とコールマンの公式

本小節では [FKMT17b] の原点とも言える 1 変数の p 進 L 関数とコールマンの公式 に関
する古典理論を解説します．第 3.2.1 節では，ディリクレ L 関数の負の整数点での特殊値が
(ハンケル経路積分を介して) 一般化関–ベルヌーイ数で表されることを復習した後に，それら
を p 進補間する p 進正則関数 (自明指標の場合は s = 1 でのみ 1位の極を持つ p 進有理型関
数) である 久保田–レオポルトの p 進 L 関数 の 補間性質に基づく定式化 を紹介します．第
3.2.2節では，コブリッツの p 進測度を用いた久保田–レオポルトの p 進 L 関数の構成法につ
いて解説します．久保田–レオポルトの p 進 L 関数の構成に於いては，特に自明指標やタイヒ
ミューラー指標の羃乗に制限して論じる意義が感じられなかったため (

むし

寧ろこのような過剰な
単純化は不要な弊害を招くだけなので)，一般のディリクレ L 関数に対して論じています．第
3.2.3節ではコールマンによる “レオポルトの公式の一般化” [Col82, Chapter Ⅶ] について解
説しました．補間性質からは 負の整数点での特殊値の様子しか分からない はずであった久保
田–レオポルトの p 進 L 関数の 正の整数点での特殊値 を p 進ポリログ関数の特殊値 (=“KZ

*55 「非有界な分布」による積分論も Yuri Manin などにより考察されてはいますが (局所解析的分布 locally

analytic distribution の積分論など)，有界測度での積分論と比較すると矢張り扱いづらい印象は否めません．
*56 実はこの対応は OK 代数の同型となっており，岩澤代数の元 x, y の積 xy は，対応する測度 µx, µy の 畳み
込み積 µx ∗µy convolution product

∫
G

f d(µx ∗µy) :=

∫∫
G×G

f(g+ g′)dµx(g)dµy(g
′) に対応します．
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型 p 進ゼータ値”) と結び付ける大変興味深い結果です．第 3.2.3節では，KZ型 p 進ゼータ値

との関係を強調するため，タイヒミューラー指標の
べき

羃乗の場合に制限して解説し，一般のディ
リクレ指標についての結果は簡単に紹介するに留めました (雑談 3.31を参照)．

なお

尚，コールマ
ンの公式については，坂内健一さんが (何とコブリッツ測度もコールマン積分も用いない!! )

異なるアプローチからの証明を解説されている論説 [坂内 02] もあります．本節の手法と比較
検証してみるのは，それだけで非常に楽しい経験になるでしょうし，得るものも非常に大きい
と思いますので，

ぜひ

是非お手元にどうぞ*57．

§ 3.2.1 ディリクレ L 関数の特殊値と久保田–レオポルトの p 進 L 関数

導手 fχ のディリクレ指標*58 χ : Z → C に対して，無限級数 L(s, χ) :=

∞∑
n=1

χ(n)

ns
によ

り定義される 1 変数複素関数 L(s, χ) を χ の ディリクレ L 関数 Dirichlet L-function

と呼びます．自明なディリクレ指標 1l : Z → C; ∀n 7→ 1 に対するディリクレ L 関数

ζ(s) := L(s, 1l) =
∞∑

n=1

1

ns
は リーマンゼータ関数 Riemann zeta function に他なりませ

ん．ディリクレ L 関数は Re (s) > 1 で絶対収束する級数で，この範囲では メラン変換公式
Mellin transformation formula

∫ ∞

0

e−ntts−1 dt = n−sΓ(s) を用いて

Γ(s)L(s, χ) =
∞∑

n=1

χ(n)n−sΓ(s) =
∞∑

n=1

χ(n)

∫ ∞

0

e−ntts−1 dt

=

fχ−1∑
α=0

χ(mfχ − α)
∞∑

m=1

∫ ∞

0

e−(mfχ−α)tts−1 dt

=

fχ−1∑
α=0

χ(−α)
∫ ∞

0

eαt

{ ∞∑
m=1

(
e−fχt

)m}
︸ ︷︷ ︸

幾何級数

ts−1 dt

=

∫ ∞

0


fχ−1∑
α=0

χ(−α)eαt · e−fχt

1− e−fχt

 ts−1 dt = χ(−1)
∫ ∞

0


fχ−1∑
α=0

χ(α)eαt

efχt − 1

 ts−1 dt

Re

Im

O

ε

ハンケル経路 Hankel contour Cε

と積分表示出来ます*59．最後の式に現われる “被積分

関数” (の t 倍) を F0
χ(t) :=

fχ−1∑
α=0

χ(α)teαt

efχt − 1
とおき，

いわゆる

所謂 ハンケル積分経路 Hankel contour (右図を参

*57 坂内さんの論説 [坂内 02] での p 進 L 関数の構成は，円単数こそ表立って登場はしないものの，実質的には
コールマン–岩澤の構成 ([落合 14, 3.2.3項] 参照) と等価です．

*58 自明なディリクレ指標 1l は “導手 1 のディリクレ指標” と
みな
見做します．

*59 無限和と積分の交換可能性など，積分計算の際に注意すべき細部はすべて認めて計算しています．詳細は
[Iwa72, Section 1] などを参照してください．
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照) に沿って
F0
χ(t)

t
ts−1 を経路積分すると*60

lim
ε→+0

∫
Cε

F0
χ(t)

t
ts−1 dt = χ(−1)(e2π

√
−1s − 1)Γ(s)L(s, χ)

= χ(−1)eπ
√
−1s2
√
−1 sin(πs)Γ(s)L(s, χ) = (−1)sχ(−1) 2π

√
−1

Γ(1− s)
L(s, χ) · · · (⋄)

となります．
ただ

但し
ここ

此処では複素対数関数 log z の分枝を 0 ≤ Im (log z) < 2π としており，最後
の等号では eπ

√
−1s =

(
elog(−1)

)s
= (−1)s とガンマ関数の関数等式 Γ(s)Γ(1− s) = π

sin(πs)

を用いました．メラン変換 lim
ε→+0

∫
Cε

F0
χ(t)

t
ts−1 dt は任意の s ∈ C に対して定義出来るので，

この式は L(s, χ) の C への (有理型) 解析接続を与えています．また，L(s, χ) が極を持ち得
る点は Γ(1− s) の零点であって L(s, χ) の絶対収束域に入っていない s = 1 のみです．そこ

で s = 1 として
F0
χ(t)

t
の留数を計算すると，χ = 1l のときは 1 でそれ以外のときは 0 となり

ます．したがって χ が非自明なディリクレ指標であれば L(s, χ) は正則関数となり，χ が自
明な指標 1l であれば ζ(s) = L(s, 1l) は s = 1 でのみ 1 位の極を持つ有理型関数となります．

解析接続の式 (⋄) を用いて s = 1− k でのディリクレ L 関数の特殊値が計算出来ます．

定義 3.7 (一般化関–ベルヌーイ数). 等式 F1
χ(t) =

fχ∑
α=1

χ(α)teαt

efχt − 1
=

∞∑
k=0

Bχ,k
tk

k!
によっ

て定義される代数的数 {Bχ,k}∞k=0 (⊂ Q(Imχ)) を 一般化関–ベルヌーイ数 generalised

Seki–Bernoulli number と呼ぶ．自明指標 χ = 1l に対する一般化関–ベルヌーイ数は
特に関–ベルヌーイ数 Seki–Bernoulli numberと呼ばれ，Bk := B1l,k (k = 0, 1, 2, . . . )

と表記される．

注意 3.8. 2つの関数 F0
χ(t) と F1

χ(t) の 和を取る範囲の違い に注意してください．両者は
ディリクレ指標 χが非自明であれば一致しますが (このときは Fχ(t)と略記します)，自明な

指標 1l (導手は 1と考えます) のときは F0(t) := F0
1l(t) =

t

et − 1
, F1(t) := F1

1l(t) =
tet

et − 1
と異なる関数を定めます (どちらも関–ベルヌーイ数 Bk の母関数として用いられる有名な
関数です*61)．第 3.2.2節で紹介するコブリッツの p 進測度は “母関数 F0

χ(t) を p 進補間
する” ような測度ですが，[Ko80, p. 24] の記述を見る限り，コブリッツは自明指標 1l のと

きに F0(t) と F1(t) が微妙に異なることには
むとんちゃく

無頓着であるようです．本稿では，F0(t) と

F1(t) の違いに由来する諸問題について気付いた範囲で修正を
ほどこ

施しました．

*60 この経路積分 contour integrtion は，経路の形から “マンドリン積分” mandolin integral とも呼ばれます．
*61 良く知られているように，2 つの流儀では ベルヌーイ数 B1 の値のみ が異なり，F1(t) を用いる流儀では

B1 = +
1

2
，F0(t) を用いる流儀では B1 = −

1

2
となります．ちなみに ζ(0) = −

1

2
です．
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注意 3.9. 2つの関数 F0
χ(t), F

1
χ(t) の間には

�� ��F1
χ(−t) = χ(−1)F0

χ(t) という関係がありま
す; 実際

F1
χ(−t) =

fχ∑
α=1

χ(α)(−t)e−αt

e−fχt − 1
=

fχ∑
α=1

χ(α)te(fχ−αt)

efχt − 1

fχ−α 7→α
=

fχ−1∑
α=0

χ(@@fχ − α)te
αt

efχt − 1
= χ(−1)F0

χ(t)

が成り立ちます．特に χ が非自明なときは，等式
�� ��Fχ(−t) = χ(−1)Fχ(t) の係数を比較

することにより，χ が 偶指標 even character (つまり χ(−1) = +1 を満たすディリクレ指
標) ならば Bχ,2m+1 = 0 (m = 0, 1, 2, . . . )，奇指標 odd character (つまり χ(−1) = −1
を満たすディリクレ指標) ならば Bχ,2m = 0 (m = 0, 1, 2, . . . ) となることが従います．一
方 χ が自明な指標 1l のときは

�� ��F1(−t) = F0(t) = F1(t)− t が成り立つため，B1 = +
1

2
かつ B2m+1 = 0 (m = 1, 2, . . . ) が従います．

命題 3.10 (ディリクレ L 関数の負の整数点での値). 任意の自然数 k ∈ N に対して�



�
	L(1− k, χ) = −Bχ,k

k
が成り立つ (特に L(1− k, χ) ∈ Q(Imχ) が成り立つ)．

【証明】 解析接続の式 (⋄) に s = 1− k を代入して整理すると，留数計算により

L(1− k, χ) = (−1)k−1Γ(k) · Rest=0

χ(−1)F0
χ(t)

tk+1

を得ます．注意 3.9 の等式 F1
χ(−t) = χ(−1)F0

χ(t) と一般化関–ベルヌーイ数の定義 3.7から

L(1− k, χ) = (−1)k−1Γ(k) · Rest=0

F1
χ(−t)
tk+1

= (−1)k−1(k − 1)! · (−1)
kBχ,k

k!
= −Bχ,k

k

が従います．

以上の準備のもとで，久保田–レオポルトの p 進 L 関数 の存在定理を紹介しましょう．

定理-定義 3.11 (久保田–レオポルトの p 進 L 関数の存在と一意性, [KL64]). “開円盤”

D−
0 (p

p−2
p−1 ) = {s ∈ Cp | |s|p < p

p−2
p−1 } 上定義された Qp(Imχ) 値*62正則関数 Lp(s, χ)

(χ が自明指標 1l のときは s = 1 でのみ 1位の極を持つ Qp 値有理型関数 Lp(s, 1l)) で，
以下の補間性質 (IP)KL によって特徴付けられるものが唯一つ存在する;

Lp(1− k, χ) = (1− χω−k
p (p)pk−1)L(1− k, χω−k

p ) ∀k ∈ N · · · (IP)KL.

*62 第 3.1節冒頭で固定した埋め込み ι∞, ιp を用いて，χ を Cp 値指標 χ : Z → Cp とも
みな
見做しています．

–63–



注意 3.12. 第 3.0 節で導入した ζp(s) は，自明指標 1l に対する p 進 L 関数 Lp(s, 1l)

に相当します．実際 k ≡ 0 (mod p − 1) のときは ω−k
p = 1l ですから，Lp(s, 1l) は

{1− k | k ∈ N, k ≡ 0 (mod p− 1)} に対して補間性質 (IP)ζ を満たしています．

注意 3.13. ディリクレ指標 χ が 奇指標 のときは，k の偶奇と χω−k
p の (ディリクレ

指標としての) 偶奇が異なるため，注意 3.9 によって すべての自然数 k ∈ N に対して

L(1 − k, χω−k
p ) = −

Bχω−k
p ,k

k
= 0 が成り立ちます．つまり χ が奇指標のとき，定理-定

義 3.11 の補間性質 (IP)KL は
�� ��Lp(1− k, χ) = 0 ∀k ∈ N が成り立つことを主張していま

す．一方で，当然 零関数 0 も 0(1−k) = 0 ∀k ∈ N を満たしますので，再び定理-定義 3.11

によって 奇指標 χ に対する久保田–レオポルト p 進 L 関数 Lp(s, χ) は 零関数となる こ
とが従います．この事実は，第 1.2.5節で紹介した (KZ型の) p 進ゼータ値の重要な性質
ζKZ
p (2k) = 0 が成り立つことの根拠としても用いられていました．

雑談 3.14 (クンマー合同式との関係). 久保田–レオポルトの p 進 L 関数の “補間性質

(IP)KL を満たす唯一つの p 進正則関数 (
ある

或いは s = 1 でのみ 1 位の極を持つ p 進有理
型関数)” としての特徴付けについては，第 3.0 節でも簡単にアイデアを説明しましたが，

それでも最初のうちは “人工的” で “回り
くど

諄い” 印象が
ぬぐ

拭い去れないでしょう．一体どの
ような経緯でこのような対象が考えられるようになったのでしょうか——? “p 進 L 関
数” なるものが考えられるようになった

き

切っ
か

掛けの中でも取り分け影響が大きかったも
のは，矢張り エルンスト・クンマー Ernst Kummer によるベルヌーイ数の数論的性質
の研究でしょう．クンマーは，正の偶数 k1, k2 が k1 ≡ k2 ̸≡ 0 (mod p − 1) を満たす

とき，Bk1

k1
,
Bk2

k2
がともに p 進整数であって，合同式

�



�
	Bk1

k1
≡ Bk2

k2
(mod p) が成り立

つことを示しました (クンマーの合同式 Kummer congruence)．クンマーの発見したこ

の合同式は，その後 p の高い
べき

羃乗を法とする合同式へと精密化されていきます; 正の偶
数 k1 と k2 が k1 ≡ k2 ̸≡ 0 (mod p − 1) かつ k1 ≡ k2 (mod pn−1) を満たすとき，合
同式 (1 − pk1−1)

Bk1

k1
≡ (1 − pk2−1)

Bk2

k2
(mod pn) が成り立ちます．この段階に至ると，

クンマーの合同式 (
ある

或いはその精密化) は “ベルヌーイ数間の合同式” というよりも，
むし

寧
ろ “(p オイラー因子を除いた) リーマンゼータ関数の負の整数点での特殊値 間の合同式”

(1− pk1−1)ζ(1− k1) ≡ (1− pk2−1)ζ(1− k2) (mod pn) であると
みな

見做す方が自然であると
気が付くでしょう．さらには「k1 と k2 が “p 進的に近い” ほど (1 − pk1−1)ζ(1 − k1) と

(1− pk2−1)ζ(1− k2) も “p 進的に近づく”」という
あ

或る種の “p 進的な 連続性” と表現すべ

き関係が明らかに存在していることにも気付くはずです．これらの
ぼうしょう

傍証から「(適切な) 負
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の偶数 k に対して ζp(1− k) = (1− pk−1)ζ(1− k) を満たす “p 進連続関数 ζp(s)” が存在
するのではないか?」と期待してしまうのは無理からぬことでしょう．久保田–レオポルト
の p 進 L 関数 [KL64] は，見方を変えるとベルヌーイ数の間に成り立つクンマーの “不思
議な合同式” に “(p 進 L 関数の) 連続性” という形で意味付けをしたものである，と捉える
ことも出来るのです．
クンマー合同式と p 進ゼータ関数について興味を持たれた方は，

ぜひ

是非雑誌『数学セミ
ナー』2018年 1月号の

くりはら

栗原
まさと

将人さんの記事 [栗原 18] をご覧ください．短い論説ではあり

ますが，ベルヌーイ数の間の具体的な合同関係から p 進ゼータ関数の存在に迫る構成に
おの

自
ずとわくわくさせられることは

ひつじょう

必定ですし，示唆に富んだ記述が多く色々と発見があるの
ではないかと思います (

だそく

蛇足ですが，サマースクールの本講演および本稿の標題は，栗原さ
んの記事の印象的なタイトルに触発されて付けさせていただきました)．

§ 3.2.2 コブリッツの p 進測度と p 進 L 関数

引き続き χ : Z→ C を導手 fχ のディリクレ指標とします．コブリッツによる p 進 L 関数
Lp(s, χ) の構成は，レルヒ型ディリクレ L 関数の特殊値を p 進補間する というアイデアに基
づいていますので，先ずはレルヒ型ディリクレ L 関数を導入しましょう．

定義 3.15 (レルヒ型ディリクレ L 関数). c ∈ N とする．導手 fχ のディリクレ指標 χ

と 1 の c 乗根 ξ に対して，ディリクレ級数 L(s, χ, ξ) =
∞∑

n=1

χ(n)ξn

ns
で定義される複

素関数を レルヒ型ディリクレ L 関数 Dirichilet L-function of Lerch type (または
捩れディリクレ L 関数 twisted Dirichlet L-function) と呼ぶ．χ が自明な指標 1l の
ときには ζ(s, ξ) := L(s, 1l, ξ) と表記して レルヒ型リーマンゼータ関数 Riemann zeta

function of Lerch type と呼ぶことにする．

レルヒ型ディリクレ L 関数 L(s, χ, ξ) は，ディリクレ L 関数 L(s, χ) を “1 の c 乗根 ξ

で捻った” だけのものなので，L(s, χ) と非常に良く似た性質を持ちます．例えば L(s, χ, ξ)

は Re s > 1 で絶対収束し，関数 F0
χ,ξ(t) :=

fχ−1∑
α=0

χ(α)ξαteαt

ξfχefχt − 1
のハンケル経路 Cε に沿っ

た “メラン変換” による表示 lim
ε→+0

∫
Cε

F0
χ,ξ−1(t)

t
ts−1 dz = (−1)sχ(−1) 2π

√
−1

Γ(1− s)
L(s, χ, ξ) を

持ちます．この積分表示により L(s, χ, ξ) は C 全体に有理型に解析接続され，さらには

F1
χ,ξ(t) :=

fχ∑
α=1

χ(α)ξαteαt

ξfχefχt − 1
=

∞∑
k=0

Bχ,ξ,k
tk

k!
によって “捩れ関–ベルヌーイ数” twisted Seki–

Bernoulli number Bχ,ξ,k を定めると L(1 − k, χ, ξ) = −Bχ,ξ,k

k
(∀k ≥ 1) が成り立ちます
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(第 3.2.1節の計算とほぼ同様なので，各自計算してみてください)．最後に，良く知られた公

式
∑
ξc=1

ξn =

c (c | n のとき)

0 (それ以外)
により

∑
ξc=1

L(s, χ, ξ) =

∞∑
n=1

∑
ξc=1

ξn

 χ(n)

ns
=

∞∑
n=1
c|n

cχ(n)

ns
= c

∞∑
n=1

χ(cn)

(cn)s
= c1−sχ(c)L(s, χ)

∴
∑
ξc=1
ξ ̸=1

L(s, χ, ξ) =
∑
ξc=1

L(s, χ, ξ)− L(s, χ, 1)︸ ︷︷ ︸
=L(s,χ)

=
(
c1−sχ(c)− 1

)
L(s, χ) · · · (Lξ)c

が成り立ちます．注目すべきは ξ ̸= 1 のときは L(s, χ, ξ) は 正則関数 となるため，ディリク
レ L 関数をレルヒ型に “分解” する公式 (Lξ)c が，そのまま L(s, χ) が s = 1 でのみ持ち得る
高々 1位の極を “取り除く” 操作になっている，という点でしょうか．

注意 3.16. 2 つの関数 F0
χ,ξ(t) と F1

χ,ξ(t) の間には
�� ��F1

χ,ξ(−t) = χ(−1)F0
χ,ξ−1(t) という

関係が成り立っていますので (各自確認してみてください)，L(s, χ, ξ) の負の整数点での

特殊値は L(1− k, χ, ξ) = (−1)k−1χ(−1) ·
(
F0
χ,ξ−1(t) の

tk

k!
の係数

)
と表すことが出来ま

す．したがって

L(−k, χ, ξ) = (−1)kχ(−1)
k + 1

·
(
F0
χ,ξ−1(t) の

tk+1

(k + 1)!
の係数

)
= (−1)k+1χ(−1)

(
−
F0
χ,ξ−1(t)

t
の tk

k!
の係数

)

が成り立ちますので，Hχ,ξ(t) := −
F0
χ,ξ(t)

t
=

fχ−1∑
α=0

χ(α)ξαeαt

1− ξfχefχt
=

Bχ,ξ,−1

t
+

∞∑
k=0

Bχ,ξ,k
tk

k!

とおくと
�� ��L(−k, χ, ξ) = (−1)k+1χ(−1)Bχ,ξ−1,k (k ≥ 0) と表すことが出来ます．2 つ

のベルヌーイ数 Bχ,ξ,k と Bχ,ξ,k は，等式 Bχ,ξ,k = (−1)kχ(−1)
Bχ,ξ−1,k+1

k + 1
(k ≥ 0)

によって結び付いています．コブリッツの p 進測度は，
おおざっぱ

大雑把に言えば “ベルヌーイ数
{Bχ,ξ,k}∞k=0 の母関数 Hχ,ξ(t) ごと p 進補間する” ような p 進測度のことです．また，
[FKMT17b, Definition 1.4] で定義されている B(n; ξ) は B1l,ξ,n を多重化したものです．

コブリッツの p 進測度は拍子抜けしてしまう程簡単に定義出来てしまう，単純明快な形の
p 進測度です．以下自然数 f ∈ N に対して Gf = lim←−

n→∞
Gf,n := lim←−

n

Z/fpnZ とおきます．自

然数 f を f = f0p
e, p ∤ f0 と分解しておくと，中国式剰余定理により Gf = Z/f0Z × Zp,

Nn = {0} × pe+nZp と表されます．
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命題-定義 3.17 (コブリッツの p 進測度 µz, [Ko79, Section 1, Key example and Propo-

sition 2], [Ko80, Chapter Ⅱ, Section 2, Basic Example]). K を Qp の有限次拡大とし，
p 進数 z ∈ K を

�� ��|zf − 1|p ≥ 1 となるようにとる．このとき {x + Nn}x∈Gf ,n≥0 に対

して µz(x+ Nn) :=
zx̃

1− zfpn と定めると，µz は Gf 上の K 値 p 進測度となる．但し
x̃ ∈ Z は x ≡ x̃ (mod Nn) かつ 0 ≤ x̃ < fpn を満たす唯一つの整数とする．

【証明の概略】 Nn/Nn+1 の代表系として {νfpn | 0 ≤ ν ≤ p− 1} が取れるので，等比数列
の和の公式を用いると

p−1∑
ν=0

µz(x+ νfpn + Nn+1) =

p−1∑
ν=0

zx̃+νfpn

1− zfpn+1 =
zx̃

1− zfpn+1 (1 + zfp
n

+ . . .+ z(p−1)fpn

)

=
zx̃

�����
1− zfpn+1

·������
1− (zfp

n

)p

1− zfpn = µz(x+ Nn)

となり，分布関係式 (DR) が従います．分布の有界性については，仮定 |zf − 1|p ≥ 1 から任
意の n に対して |zfpn − 1|p ≥ 1 が成り立つことが容易に確認出来ますので，先ず z ∈ D+

0 (1)

の場合は

|µz(x+ Nn)|p =

∣∣∣∣ zx̃

1− zfpn

∣∣∣∣
p

≤ |z|x̃p ≤ 1 (∀x ∈ Gf ,
∀n ∈ N)

と評価出来ます．次に z ̸∈ D+
0 (1) のときは |zfp

n |p > 1 より |1− zfpn |p = |zfpn |p が成り立
ちますので

|µz(x+ Nn)|p =

∣∣∣∣ zx̃

1− zfpn

∣∣∣∣
p

= |z|x̃−fpn

p ≤ |z|−1
p < 1 (∀x ∈ Gf ,

∀n ∈ N)

と評価出来ます．したがって µz は有界な分布となります．
一見すると “L 関数の特殊値” とはかけ離れた対象のようにも見えるコブリッツの p 進測度

ですが，指数関数を積分 すると レルヒ型ディリクレ L 関数の特殊値と結び付く というので
すから驚きです．p 進測度 µz の定義に登場する z として “1 の c 乗根 ξ ” を考えるのがポイ
ントです; ξ の位数 c ̸= 1 が fp と素であれば，ξ が命題-定義 3.17 の条件 |ξf − 1|p ≥ 1 を満
たすことは簡単に確認出来ます．

命題 3.18 ([Ko79, (1.8)]). c ̸= 1 を fp と素な自然数とし，或る非負整数 e0 に対し χ

の導手 fχ が fpe0 を割り切ると仮定する．このとき，任意の非負整数 k ≥ 0 に対して∫
Gf

χ(x)π2(x)
kdµξ(x) = Bχ,ξ,k = (−1)k+1χ(−1)L(−k, χ, ξ−1)

が成り立つ．
ただ

但し π2 は射影 Gf
∼= Z/f0Z× Zp ↠ Zp を表す．
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【証明の概略】 先ず p 進指数関数

{t ∈ Cp | |t|p < p−
1

p−1 } → Cp ; t 7→ eπ2(x)t :=
∞∑
k=0

(
π2(x)t

)k
k!

· · · (exp)

が t に関する p 進正則関数となることに注意しておきましょう (例えば [Ko77, p. 79], [Ko80,

p. 14] などを参照)．さて，n ≥ e0 のときに fpn = fχdn と表すことにしますと，p 進積分の
定義と p 進測度 µξ の定義 (命題-定義 3.17) から∫

Gf

χ(x)eπ2(x)tdµξ(x) = lim
n→∞

∑
x∈Gf,n

χ(x̃)eπ2(x̃)tµξ(x+ Nn)

= lim
n→∞

fpn−1∑
α=0

χ(α)eαt
ξα

1− ξfpn = lim
n→∞

dn−1∑
j=0

(
ξfχefχt

)j fχ−1∑
α=0

χ(α)ξαeαt

1− ξfpn

= lim
n→∞

1−
(
ξfχefχt

)dn

1− ξfχefχt

fχ−1∑
α=0

χ(α)ξαeαt

1− ξfpn =

fχ−1∑
α=0

χ(α)ξαeαt

1− ξfχefχt
lim

n→∞

1−
(
ξet
)fpn

1− ξfpn

と計算出来ます*63が， t の取り方から |1− et|p < 1 となるので，|1− ξfpn |−1
p ≤ 1, |ξ|p = 1

に注意すると∣∣∣∣1− (ξet)fp
n

1− ξfpn
− 1

∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣ξfpn

(1− efpnt)

1− ξfpn

∣∣∣∣
p

≤ |1− (et)fp
n

|p
n→∞−−−−→ 0,

つまり lim
n→∞

1−
(
ξet
)fpn

1− ξfpn = 1 が成り立ちます．ゆえに等式

∫
Gf

χ(x)eπ2(x)tdµξ(x) =

fχ−1∑
α=0

χ(α)ξαeαt

1− ξfχefχt
= Hχ,ξ(t)

を得ます．最後に (exp) より
∫

Gf

χ(x)eπ2(x)tdµξ(x) =
∞∑
k=0

(∫
Gf

χ(x)π2(x)
kdµξ(x)

)
tk

k!
が

成り立つことを踏まえて，上式の両辺の tk の係数を比較すると，主張の等式を得ます．

雑談 3.19. 命題 3.18 の積分
∫

Gf

χ(x)π2(x)t
k dµξ(x) で，レルヒ型ディリクレ L 関数

の特殊値 L(−k, χ, ξ) がそのまま出て来てくれたら嬉しかったのですが，被積分関数の
χ と k に依存した符号 (−1)k+1χ(−1) が余計に掛かってしまったり ξ が ξ−1 になって
しまっていたり するのが残念なところです．この余計な符号が生じてしまう原因は

ひとえ

偏
に積分

∫
Gf

χ(x)eπ2(x)t dµξ(x) の計算結果が (特殊値の定義に適した F1
χ,ξ(t) ではなく)

F0
χ,ξ(t) から構成した関数 Hχ,ξ(t) になってしまっているから です．そして命題-定義 3.17

*63 有理整数環 Z の元 α は，対角埋め込み (α, α) ∈ Z/f0Z × Zp によって Gf の元と
みな
見做しています．この解

釈の下で，α ∈ Z に対して π2(α) = α が成り立ちます．
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に
お

於いて，Gf,nの元 xの代表元 x̃として x ≡ x̃ (mod Nn)かつ 0 ≤ x̃ ≤ fpn − 1 を満たす

整数を用いて µz を定義していることが，χ(x)eπ2(x)t を積分した際に Hχ,ξ(t) = −
F0
χ,ξ(t)

t
が出て来てしまう最大の要因となっています．したがって，安直に考えると Gf,n の代表系
を 1 ≤ x̃ ≤ fpn として 命題-定義 3.17 とまったく同様の手順で µ1

z を定義してしまえば，

命題 3.18と同じ計算によって
∫

Gf

χ(x)eπ2(x)t dµ1
ξ(x) = −

F1
χ,ξ(t)

t
となるので，係数比較に

より余計な符号を取り除いた形の補間公式
∫

Gf

χ(x)π2(x)
k dµ1

ξ(x) = L(−k, χ, ξ) が得られ

そうです．著者が確認した限りでは，このような修正を施しても特に不具合は生じないよう
に思われます．ただ，[FKMT17b]でも命題 3.17の定義を採用しているため，文献を参照し

た際の混乱を避けるために，本稿でも符号のずれには目を
つむ

瞑って [Ko79, Ko80, FKMT17b]

などの流儀に合わせました．
なお

尚，χ が 非自明なディリクレ指標のとき は F0
χ,ξ(t) = F1

χ,ξ(t)

が成り立つため，注意 3.16 の等式 F1
χ,ξ(t) = χ(1)F0

χ,ξ−1(t) を用いて計算すると積分∫
Gk

χ(x)π2(x)
k dµξ が “正しい L 値” (−1)k+1χ(−1)L(−k, χ, ξ−1) = L(−k, χ, ξ) を与え

ていることが確認出来ます．一方で χ が 自明な指標 1l のとき は符号等のずれがどうして
も残ってしまいますが，µξ を “足し合わせて” p 進 L 関数を構成する際には，このずれは
巧く解消されます (定理-定義 3.11 の証明の概略をご覧ください)．

レルヒ型ディリクレ L 関数の特殊値を補間するような p 進測度 µξ が構成出来ましたので，
その “p 進メラン変換” によってレルヒ型ディリクレ L 関数の「p 進版」を構成することが出
来ます．以下，Gf の “単数群” を G ∗

f = (Z/f0Z)× × Z×
p で表すことにします．また，合成写

像 G ∗
f

π2 // // Z×
p

ωp−−→ Z×
p のことも，同じ記号 ωp で表すことにしましょう．最後に記号の乱

用で，x ∈ G ∗
f に対して岩澤の括弧記号を ⟨x⟩ = π2(x)ωp(x)

−1 ∈ 1 + pZp と定義します．円
盤上のリジッド解析的関数については定義 A.8を参照してください．

補題 3.20. G ∗
f の元 x と “開円盤” D−

0 (p
p−2
p−1 ) := {s ∈ Cp | |s|p < p

p−2
p−1 } の元 s に対し

て ⟨x⟩s := Expp(sLogp(⟨x⟩)) と定める．このとき ⟨x⟩s は x ∈ G ∗
f に関して連続であり，

s ∈ D−
0 (p

p−2
p−1 ) に関してリジッド解析的である．

ただ

但し Expp(x), Logp(x) はそれぞれ次の
べき

羃級数で定義される関数である;

Expp(x) =
∞∑

n=0

1

n!
xn = 1 + x+

x2

2!
+
x3

3!
+ . . . ,

Logp(x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
(x− 1)n = (x− 1)− (x− 1)2

2
+

(x− 1)3

3
− . . . .
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【証明】 G ∗
f → Cp; x 7→ ⟨x⟩s の連続性は

x
⟨ · ⟩ // ⟨x⟩

Logp // Logp(⟨x⟩)
s·− // sLogp(⟨x⟩)

Expp // Expp(sLogp(⟨x⟩)) = ⟨x⟩s

の各写像が連続であることから従います．D−
0 (p

p−2
p−1 ) → Cp; s 7→ ⟨x⟩s のリジッド解析性

を調べるために，
ま

先ずは以下のことを思い出しましょう ([Ko77, Chapter Ⅳ, Section 1,

Proposition] を参照);

⋆
べき

羃級数 Expp(x) は D−
0 (p

− 1
p−1 ) := {s ∈ Cp | |s|p < p−

1
p−1 } 上で収束する．

⋆ Cp の整数環をOCp (= D+
0 (1))とおくとき，Expp(x), Logp(x)は特に pOCp と 1+pOCp

の間の位相同型写像を引き起こす; pOCp

Expp // 1 + pOCp
Logp

oo .

したがって sLogp(⟨x⟩) ∈ D−
0 (p

− 1
p−1 )が成り立つような sに対して ⟨x⟩s = Expp(sLogp(⟨x⟩))

は収束します．
ここ

此処で Logp(⟨x⟩) ∈ pOCp であることから |Logp(⟨x⟩)|p ≤ p−1 が成り立つこ
とに注意しますと，s ∈ D−

0 (p
p−2
p−1 ) (= D−

0 (p
1− 1

p−1 )) であれば

|sLogp(⟨x⟩)|p < p1−
1

p−1 · p−1 = p−
1

p−1 ∴ sLogp(⟨x⟩) ∈ D−
0 (p

− 1
p−1 )

より
べき

羃級数 ⟨x⟩s =
∞∑

n=0

{
Logp(⟨x⟩)

}n
n!

sn = 1+
Logp(⟨x⟩)

1!
s+

{
Logp(⟨x⟩)

}2
2!

s2 + . . . . . . は確

かに収束します．

定義 3.21 (レルヒ型 p 進 L 関数, [Ko79, (1,10)]). c ̸= 1 を pf と素な自然数とし，或
る自然数 e0 に対して χ の導手 fχ が fpe0 の約数となっていると仮定する．このとき，
1 の c 乗根 ξ ̸= 1 に対して D−

0 (p
p−2
p−1 ) = {s ∈ Cp | |s|p < p

p−2
p−1 } 上のリジッド解析的関

数 L(s, χ, ξ) を Lp(s, χ, ξ) :=

∫
G ∗

f

χω−1
p (x)⟨x⟩−s dµξ(x) で定義し，レルヒ型 p 進 L 関

数 p-adic L-function of Lerch type と呼ぶ．

注意 3.22. 測度 µξ の有界性より，
あ

或る正の定数 M > 0 が存在して G ∗
f 上の任意の連

続関数 f に対して

∣∣∣∣∣
∫

G ∗
f

f(x) dµξ(x)

∣∣∣∣∣
p

≤ M sup
x∈G ∗

f

|f(x)|p が成り立ちます．また，任意の

x ∈ G ∗
f に対して χω−1

p (x) ∈ O×
Cp
より |χω−1

p (x)|p = 1 となるので，良く知られた評価式

|n!|p > p−
n

p−1 ([Ko77, p.79] 参照) および |Logp(⟨x⟩)|p ≤ p−1 と
あわ

併せて評価式∣∣∣∣∣ (−s)nn!

∫
G ∗

f

χω−1
p (x)

{
Logp(⟨x⟩)

}n
dµξ

∣∣∣∣∣
p

≤M |s|np |n!|−1
p sup

x∈G ∗
f

{
|χω−1

p (x)|p︸ ︷︷ ︸
=1

|Logp(⟨x⟩)|np︸ ︷︷ ︸
≤p−n

}
< M |s|npp

n
p−1 · p−n =M

(
|s|p · p−

p−2
p−1
)n
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を得ます．右辺は |s|p < p
p−2
p−1 であれば n→∞ のときに 0 に収束するので，結局

Lp(s, χ, ξ) =
∞∑

n=0

(−s)n

n!

∫
G ∗

f

χω−1
p (x)

{
Logp(⟨x⟩)

}n
dµξ(x)

も “開円盤” D−
0 (p

p−2
p−1 ) 上のリジッド解析的関数となることが従います．

p 進測度 µz の定義 (命題-定義 3.17) から
ただ

直ちに従う等式 µz(px+ Nn+1) = µzp(x+ Nn)

を用いると，レルヒ型 p 進 L 関数の補間性質が形式的な計算により簡単に計算出来ます;

Lp(1− k, χ, ξ)
定義
=

∫
G ∗

f

χω−1
p (x)⟨x⟩k−1dµξ(x) =

∫
G ∗

f

χω−1
p (x)π2(x)

k−1ωp(x)
1−kdµξ(x)

=

∫
Gf

χω−k
p (x)π2(x)

k−1dµξ(x)−
∫
pGf

χω−k
p (x)π2(x)

k−1dµξ(x)

=

∫
Gf

χω−k
p (x)π2(x)

k−1dµξ(x)−
∫

Gf

χω−k
p (px)π2(px)

k−1 dµξ(px)︸ ︷︷ ︸
=dµξp (x)

命題 3.18
= (−1)kχω−k

p (−1){L(1− k, χω−k
p , ξ−1)− χω−k

p (p)pk−1L(1− k, χω−k
p , ξ−p)}

レルヒ型ディリクレ L 関数の特殊値の p 進補間に成功した今となっては，目標であった久
保田–レオポルトの p 進 L 関数 Lp(s, χ) は

もはや

最早手中に収めたも同然です; と言うのも，レルヒ
型 p 進 L 関数を “関係式 (Lξ)c に沿って” 組み合わせてゆけば良いのですから．

【定理-定義 3.11の証明の概略】 c ̸= 1 を pf と素な自然数として，p 進測度 µ̃c :=
∑
ξc=1
ξ ̸=1

µξ

の “p 進メラン変換” で定まる関数

Lp(s, χ) :=
1

χ(c)⟨c⟩1−s − 1

∫
G ∗

f

χω−1
p (x)⟨x⟩−sdµ̃c(x)

が補間公式 (IP)KL を満たすことを確認します．自然数 k ∈ N に対して

Lp(1− k, χ) =
1

χ(c)⟨c⟩k − 1

∫
G ∗

f

χω−1
p (x)⟨x⟩k−1dµ̃c(x)

定義
=

1

χ(c)⟨c⟩k − 1

∑
ξc=1
ξ ̸=1

∫
Gf

χω−1
p (x)⟨x⟩k−1dµξ(x) =

1

χω−k
p (c)ck − 1

∑
ξc=1
ξ ̸=1

Lp(1− k, χ, ξ)

となりますので，先程の Lp(s, χ, ξ) の補間公式を代入して計算を進めると
Lp(1− k, χ)

=
(−1)kχω−k

p (−1)
χω−k

p (c)ck − 1


∑
ξc=1
ξ ̸=1

L(1− k, χω−k
p , ξ−1)− χω−k

p (p)pk−1
∑
ξc=1
ξ ̸=1

L(1− k, χ, ξ−p)


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(Lξ)c
=

(−1)kχω−k
p (−1)

(((((((
χω−k

p (c)ck − 1

· {((((((((
(χω−k

p (c)ck − 1)L(1− k, χω−k
p )− χω−k

p (p)pk−1
((((((((
(χω−k

p (c)ck − 1)L(1− k, χω−k
p )}

= (−1)kχω−k
p (−1)(1− χω−k

p (p)pk−1)L(1− k, χω−k
p )

と計算出来ます (c が p と素であるため，ξ が 1 以外の 1 の c 乗根を動くときに ξp も同
じ集合の元を動くことに注意しましょう)．したがって，見かけ上は補間公式 (IP)KL と符
号 (−1)kχω−k

p (−1) のずれが生じてしまっているように見えますが，実際には符号のずれが
生じていないことを確認しましょう．先ず χω−k

p が非自明なときは注意 3.9 より k の偶奇
と χω−k

p の (ディリクレ指標としての) 偶奇が一致しなければ L(1 − k, χω−k
p ) は 0 となり，

偶奇が一致するならば (−1)kχω−k
p (−1) = 1 となるため，χω−k

p が非自明なときは補間公式
に符号のずれが生じていないことが確認出来ました．次に χω−k

p が自明な指標 1l のときは，
(−1)kχω−k

p (−1) = (−1)k = −1 となるのは k が奇数のときだけです．そして k = 1 のとき
は 1− χω−k

p (p)pk−1 = 1− p0 = 0, k ≥ 3 が奇数のときは L(1− k, χω−k
p ) = ζ(1− k) = 0 と

なって (注意 3.9 を参照)，
いず

何れの場合も Lp(1− k, χ) の値は 0 になってしまうため，
やは

矢張り
符号のずれは生じていません．

雑談 3.23 (p 進測度論を用いた p 進 L 関数の構成について). 改めてコブリッツの p 進測

度の構成を振り返ってみますと，その “簡明さ” には目を
みは

瞠るものがあります．p 進測度論
を介した L 関数の構成は，基本的には

Step 1. 各整数点 k 毎に (より正確には各臨界点毎に)，その点での L 関数の特殊値を
補間する p 進分布 µk を 構成する

Step 2. 各分布 µk の 有界性を証明 する
Step 3. 各分布 {µk}k を “クンマー型合同式 µk ≡ xk−1µ1” (“水平方向の合同式”

horizontal congruence とも呼ばれています) を介して関係付ける

という，大きく分けると 3 つのステップを経て実行されます．例えば久保田–レオポルト

の p 進 L 関数の場合は，母関数表示 teXt

et − 1
=

∞∑
k=0

Bk(X)
tk

k!
で定まる 関–ベルヌーイ多

項式 Seki–Bernoulli polynomial Bk(X) から構成される ベルヌーイ分布 Bernoulli

distribution µB,k(x + Nn) =
(fpn)k−1

k
Bk

({
x

fpn

})
を考察するのが一般的です ({x}

は有理数 x の “小数部分” を表す記号です)．ベルヌーイ分布 µB,k に対する分布関係式

(DR) および補間公式は，直接計算により簡単に確認出来ます．
ただ

但し µB,k は 有界ではな
い ことが簡単に示されてしまうため，Step 2 を完遂するためには µB,k を 有界な測度と
なるように “修正” する 必要があります．

かよう

斯様な修正は，p と素な自然数 c ̸= 1 を用いて
µ
(c)
M,k(x + Nn) = µB,k(x + Nn) − ckµB,k(c

−1(x + Nn)) と定めることで実現されます．
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この “修正” された p 進測度 µ
(c)
M,k は

しばしば

屡々 メイザー測度 Mazur measure と呼ばれていま
す．最後に Step 3 を経て各整数点毎に構成したメイザー測度 {µ(c)

M,k}k が “同じ p 進 L 関
数” を表していることが正当化されるわけですが，このステップを完遂することは本質的に
(一般化) 関–ベルヌーイ数の間の クンマー合同式 Kummer congruence を証明することに
他なりません ([Ko77, Theorem 5] も参照)．このように，p 進測度論を用いた p 進 L 関
数の構成は意外と手間のかかる作業が何段階にも渡って要求されるのが一般的ですが，コ
ブリッツの p 進測度を用いた構成では，

ま

先ず 特殊値の 母関数ごと p 進補間してしまう こ
とによって Step 1, Step 3 を回避しています．また，p 進測度 µz の (あまりにもシンプル
な) 定義から，Step 2 の 有界性の確認 も容易に出来てしまう点も注目に値します．p 進
L 関数の構成について勉強した経験のある人であれば，誰もがコブリッツの p 進測度を用
いた構成の簡明さに驚かれるのではないでしょうか．
メイザー測度 {µ(c)

M,k}k を用いた p 進 L 関数の構成については [Ko77, Chapter Ⅱ] が

良く
まと

纏まっていて分かりやすいと思います (
ただ

但しタイヒミューラー指標の
べき

羃乗のケースし
か扱われていません)．また，メイザー測度を用いた p 進 L 関数の構成は，p 進測度論の
文脈で構成するか岩澤代数の元として直接構成するかの違いを除けば，実質的に 岩澤健吉
Kenkichi Iwasawa による “スティッケルベルガー元の極限としての構成” [Iwa72] と等価
なものです．スティッケルベルガー元 Stickelberger element は “部分ゼータ関数の特
殊値の母関数” とでも呼ぶべき群環 Q[Gn] の

ゆいしょ

由緒正しい元であり，スティッケルベルガー
の定理 はスティッケルベルガー元が円分体のイデアル類群の零化元になっていることを
主張しています．この定理は，解析的な量である “L 関数の特殊値” と代数的な対象であ
る “イデアル類群” の間に何らかの密接な関係があることを示唆する，

いわゆる

所謂 “岩澤理論的現
象 Iwasawa theoretic phenomena” の典型例であると言えます．岩澤のスティッケルベル
ガー構成については [落合 14, 3.2.3項] も参照してください．

§ 3.2.3 コールマン–レオポルトの公式

本小節では，コールマンによって証明された “久保田–レオポルトの p 進 L 関数 Lp(s, χ) の
正の整数点での 特殊値と p 進ポリログ関数 Li

p,(a)
k (z) の特殊値を結び付ける” 公式 (コールマ

ンの公式; 定理 3.24) の証明の概略を紹介します．以下第 1節，第 2節の記号を
とうしゅう

踏襲します．
即ち X(Cp) = P1(Cp) \ {0, 1,∞} および a ∈ Cp に対して，A(a)

Col(X(Cp)) で X(Cp) 上定義
された分枝 a のコールマン関数の集合を表し，Li

p,(a)
k (z) で分枝 a の p 進ポリログ関数 (命

題-定義 1.17)を表します．コールマンの公式の主張は実に明快です．
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定理 3.24 (コールマンの公式, [Col82, Chapter I. (4), Chapter VII.]). k を 2 以上の自
然数とするとき，等式 Lp(k, ω

1−k
p ) = (1− p−k) lim′

z→1
Li

p,(a)
k (z)

定義 1.21
= (1− p−k)ζKZ

p (k)

が成り立つ．

注意 3.25. コールマンの公式 (定理 3.24) に現れる項の逆数 (1− p−k)−1 が リーマンゼー
タ値 ζ(k) の p でのオイラー因子 と一致していることに注目しましょう．久保田–レオポ
ルトの p 進 L 関数はディリクレ L 関数の “p でのオイラー因子を取り除いたもの” を p 進
補間する関数であったので，対応してコールマンの公式でも “KZ型 p 進ゼータ値 ζKZ

p (k)

の p でのオイラー因子” (1− p−k)−1 が取り除かれている，と解釈することが出来ます．

証明のアイデアは非常に単純明快で，実質的に Lp(k, ω
1−k
p ) の定義に現れる p 進積分

Lp(k, ω
1−k
p ) =

1

ω1−k
p (c)⟨c⟩1−k − 1

∫
Z×
p

ω−k
p (x)⟨x⟩−k dµ̃c(x) =

1

c1−k − 1

∫
Z×
p

x−k dµ̃c(x) を

定義に基づいて丁寧に計算するだけです*64．p 進測度 µ̃c はコブリッツの p 進測度 µξ を足し
合わせたものですから，先ずは x−k という関数をコブリッツの p 進測度で積分するとどうな
るかを調べておきましょう．

命題-定義 3.26 (過収束 p 進ポリログ関数,[Col82, Proposition 6.2]). 自然数 k に対
し，許容開集合 P1(Cp) \ D+

1 (p
− 1

p−1 ) 上定義されたリジッド解析的関数 Lip,†k (z) で，

Lip,†k (0) = Lip,†k (∞) = 0 を満たし，さらに D−
0 (1) 上 Lipk(z)−

1

pk
Lipk(z

p) =

∞∑
n=1
p∤n

zn

nk
と一

致するものが唯一つ存在する．関数 Lip,†k (z) を 過収束 p 進ポリログ関数 overconvergent

p-adic multiple polylogarithm と呼ぶ．

注意 3.27 (Lip,†k (z) について). 　

(1) コールマンの論文 [Col82] では ℓ
(p)
k (z) という記号が用いられています．

かよう

斯様な関数
の一意性は，リジッド解析的関数に対する一致の定理から従います．

(2) 過収束 p 進ポリログ関数 Lip,†k (z) は，第 A.2.3節の意味で ({0, 1,∞} に沿った)過
収束関数 overconvergent function となっています．

(3) [Fur07, Definicion 2.13] では，KZ方程式の基本解 G
(a)
0 (e0, e1)(z) を “淡中解釈” を

介して適切に修正し，その係数を取ることで過収束 p 進多重ポリログ関数 Lip,†k (z)

も定義しています．

*64 fωp = p であることと Gp = Zp であることに注意しましょう．
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【証明の概略】
ま

先ず a ∈ Cp を任意に選んで Lip,†0 (z) = Li
p,†,(a)
0 (z) =

z

1− z
− zp

1− zp
,

Li
p,†,(a)
k (z) =

[∫ (a)

Col

1

t
Li

p,†,(a)
k−1 (t) dt

]z
0

(k ≥ 1) と定めます*65．以下，k に関する数学的帰納

法によって Li
p,†,(a)
0 (z) が定理の主張を満たすことを示します (このとき，リジッド解析的関

数の一致の定理より Lip,†k (z) := Li
p,†,(a)
k (z)|

P1(Cp)\D+(p
− 1

p−1 )
が a に依らない関数となるこ

とが従います)．先ず Lip,†0 (z) は明らかに Lip,†0 (0) = 0 を満たし，w =
1

z − 1
と変数変換す

ると Lip,†0 (z) = −(w + 1) +
(w + 1)p

(w + 1)p − wp
となるため，w = 0 を代入して Lip,†0 (∞) = 0

が従います．さらに (w + 1)p − wp = 1 − pw̃, |w̃|p ≤ max1≤j≤p−1{|w|jp} と書けるため，

|w|p < p
1

p−1 , 即ち |z − 1|p > p−
1

p−1 であれば {(w + 1)p − wp}−1 =

∞∑
k=0

(pw̃)k は確かに

収束します; つまり Lip,†0 (z) ∈ A(P1(Cp) \ D+
1 (p

− 1
p−1 )) が成り立つことが示されました．次

に Li
p,†,(a)
k−1 (z) が Li

p,†,(a)
k−1 (0) = Li

p,†,(a)
k−1 (∞) = 0 を満たす P1(Cp) \ D+

1 (p
− 1

p−1 ) 上のリジッ

ド解析的関数である仮定しましょう．このとき Li
p,†,(a)
k−1 (z)

dz

z
は P1(Cp) \ D+

1 (p
− 1

p−1 ) 上の

リジッド解析的な微分形式となります．また P1(Cp) \ D+
1 (p

− 1
p−1 ) = D−

∞(p
1

p−1 ) は “開円盤”

なので，“ポアンカレの補題” (この後の注意 3.28 を参照) によって dF (z) = Li
p,†,(a)
k−1 (z)

dz

z
を満たす P1(Cp) \ D+

1 (p
− 1

p−1 ) 上のリジッド解析的関数 F (z) が存在します．一方で定

義から Li
p,†,(a)
k (z) もまったく同じ形の微分方程式 dLi

p,†,(a)
k (z) = Li

p,†,(a)
k−1

dz

z
を満たしま

す．特に d(Li
p,†(a)
k (z) − F (z)) = 0 が P1(Cp) \ D+

1 (p
− 1

p−1 ) 上で成り立つので，コールマ
ン積分の性質 (定理 1.18 を参照) から Lip,†k (z) − F (z) は大域的な定数関数となり，特に
Lip,†k (z) = F (z) + (大域的定数) が P1(Cp) \ D+

1 (p
− 1

p−1 ) 上のリジッド解析的関数となること
が従います．最後に，D−

0 (1) に制限したときの級数表示から Lip,†k (0) = 0 となることは明ら
かです．また，任意の自然数 c に対して等式 (Liξ)c の “† 版” (この後の定理 3.24の証明で登
場する式です) の両辺に z =∞ を代入することで Lip,†k (∞) = 0 も従います．

雑談 3.28 (“開円板” に対する “ポアンカレの補題”). 中心 a ∈ Cp, 半径 r > 0 の “開円

盤” D−
a (r) := {z ∈ Cp | |z − a|p < r} 上のリジッド解析的関数は，Cp 係数の

べき

羃級数

f(z) =
∞∑

n=0

af,n(z−a)n であって，任意の正の実数 0 < ρ < r に対して |af,n|pρn
n→∞−−−−→ 0

を満たすもののことでした (定義 A.8 (2) を参照)．
かよう

斯様な f(z) に対して定義される (形式

的な) “原始関数” Ff (z) =
∞∑

n=0

af,n
n+ 1

(z − a)n+1(+“積分定数”) もまた，“開円盤” D−
a (r) 上

*65 この定義は Li
p,†,(a)
k (z) = Li

p,(a)
k (z)−

1

pk
Li

p,(a)
k (zp) と定めているのと等価です．
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のリジッド解析的関数となります．実際，任意の 0 < ∀ρ < r に対して

|aFf ,n|pρn = |af,n−1|p|n−1|pρn ≤ |af,n−1|pp⌊
log n
log p ⌋ρn

≤ |af,n−1|p
(
ρ
��log p
log ρ
) log n

��log p ρn = |af,n−1|p
(
ρ1+

1
log ρ

log n
n−1
)n−1 · ρ

と評価出来ますが (|n−1|p の評価については命題 1.14 の証明の議論も参考にしてくださ

い)，ρ < r であることと n → ∞ としたときに log n

n− 1
→ 0 となることから，任意の

ρ < ∀ρ′ < r に対して
あ

或る (十分大きな) 自然数 N が存在して，n > N のとき ρ1+
1

log p
log n
n−1

は ρ′ で抑えられます．したがって |af,n−1|p(ρ′)n−1 n→∞−−−−→ 0 であることから，Ff (z) も同
じ収束条件を満たすことが従います．同様の議論で，“開円環” {z ∈ Cp|r < |z − a|p < R}
上のリジッド解析関数 f(z) の “a での留数” (即ち a に関するローラン展開の (z − a)−1

の係数) が 0 であるならば，f の形式的な “原始関数” も同じ円環上のリジッド解析的関数
を定めることが証明出来ます．この事実は [Col82] でも言及されていますが，その証明は

割愛されていたため
ここ

此処で補足しておきました．また上記の議論は，
はんすう

反芻してみれば
す

直ぐ
に分かりますが “閉円盤” D+

a (r) (
ただ

但し r ∈ pQ = |C×
p |p) には適用出来ません．

命題 3.29 ([Col82, Lemma 7.2]). 任意の |z − 1|p ≥ 1 なる p 進数 z ∈ P1(Cp) \D−
1 (1)

に対して
∫
Z×
p

x−k dµz(x) = Lip,†k (z) が成り立つ．

【証明】 先ず z ∈ D−
0 (1) \ D

−
1 (1) に対して，µz の定義 (命題-定義 3.17) から∫

Z×
p

x−k dµz(x) = lim
N→∞

∑
x∈(Zp/pNZp)×

x̃−kµz(x+ pNZp) = lim
N→∞

pN−1∑
n=0
p∤n

n−k zn

1− zpN

= lim
N→∞

1

1− zpN


pN−1∑
n=1

zn

nk
−
pN−1∑
n=1

zpn

(pn)k

 = lim
N→∞

1

1− zpN


pN−1∑
n=1

zn

nk
− 1

pk

pN−1∑
n=1

(zp)n

nk


が成り立ちますが，|z|p < 1 を仮定していたので 1

1− zpN

N→∞−−−−→ 1 となり，かつ右辺の中括

弧の中身は過収束 p 進ポリログ関数 Lip,†k (z) に収束するため (雑談 3.27 (1) を参照)，主張の
等式が成り立ちます．
一般の z ∈ P1(Cp)\D−

1 (1)にこの等式を拡張するためにクラスナー解析的関数 Krasner’s

analytic function の理論 [Kra74] を用います．P1(Cp) \ D−
1 (1) 上のクラスナー解析的関数と

は，P1(Cp) 上の有理関数で D−
1 (1) にしか極を持たないものの (一様収束位相による) 極限と

して表される関数です．P1(Cp) \ D−
1 (1) 上のクラスナー解析的関数全体の集合は，定義から

Cp{(z − 1)−1} =

{ ∞∑
n=0

cn(z − 1)−n

∣∣∣∣∣ |cn|p n→∞−−−−→ 0

}
,
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即ちアフィノイド領域 P1(Cp) \ D−
1 (1) 上のリジッド解析的関数の集合と一致しています (例

えば [Rob00, Chapter 6, Section 4.3, Theorem] を参照)．命題-定義 3.26 により Lip,†k (z) は
P1(Cp)\D+

1 (p
− 1

p−1 ) 上のリジッド解析的関数であるため，特に P1(Cp)\D−
1 (1) 上クラスナー

解析的です．また，µz に関する積分の定義から
∫
Z×
p

x−k dµz(x) は 1 の p 羃根にのみ極を持

つ (z に関する) 有理関数の極限として実現されるため (上記の計算も参考にしてください)，
P1(Cp) \ D−

1 (1) 上のクラスナー解析的関数となります*66．主張の等式の両辺に現われる関数
は，各々の定義域の共通部分 P1(Cp)\D−

1 (1)に集積点を持つような部分集合 D−
0 (1)\D

−
1 (1)上

で一致しているため，クラスナー解析関数に対する一致の定理 [Kra74, Section 3, Théorème

d’unicité] により
∫
Z×
p

x−k dµz(x) = Lip,†k (z) が P1(Cp) \ D−
1 (1) 上でも成立することが従い

ます ([Ko80, Chapter Ⅱ, Section 5, Lemma 1] の議論も参考にしてください)．

雑談 3.30. マーク・クラスナー Marc Krasner の p 進解析的関数の理論は，ジョン・

テイト John Tate による
いわゆる

所謂 リジッド解析幾何学 rigid analytic geometry の創設前に
展開されていた理論で，複素関数論に於ける ルンゲの近似定理 Runge’s approximation

theorem [Con78, Chapter Ⅷ,1.7 Runge’s Theorem] に触発されて構築されたものです．
ルンゲの近似定理は，C のコンパクト集合 K 上 (正確には K を含む或る開集合上) 定
義された正則関数が，K の外にのみ極を持つような有理関数によって (幾らでも良い精
度で) 近似出来ることを主張する定理で，この定理に着想を得たクラスナーは 擬連結的
部分集合 sous-ensemble quasi-connexe という P1(Cp) の部分集合のクラスを定義した上
で，擬連結集合の補集合にのみ極を持つ有理関数の一様収束極限で表される関数として 解
析的元 élément analytique の概念を導入しました．「有理関数で近似される」という非常
に強い性質により，クラスナーの解析的元は一致の定理を満たすことが証明出来ます．ク
ラスナーの理論とリジッド解析幾何学は見た目から大きく異なっており，両者の関係は
気になるところです．森田康夫 [Mor78] によると，係数体が代数的閉体かつ “極大完備
maximally complete” で，考えている部分集合が “完備正則擬連結集合 completely regular

quasi-connected set ” であるという条件の下では両者は一致しますが，これらの仮定が満
たされない場合には実際に理論に両者の間にはずれが生じるようです．クラスナーの理論
は多変数化が困難であるなどの問題点を

はら

孕んでいたことも手伝って，現在では「p 進」世界
の幾何はテイトのリジッド解析幾何学 (

ある

或いはその拡張) に基づいて議論することが主流と
なっていますが，“複素関数論的な” 視点に基づくクラスナーの理論も直観的に受け入れや
すいですし，何より扱いやすいため，今回のように何かと援用されることがあります．

*66 1 の pN 乗根 (N ≥ 1) ζ に対して 0 = ζp
N − 1 ≡ (ζ − 1)p

N
(mod p) が成り立つため，任意の 1 の p 羃

根は D−
1 (1) の元となることに注意しましょう．
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【定理 3.24 の証明の概略】 命題 3.29により

Lp(k, ω
1−k
p ) =

1

c1−k − 1

∫
Z×
p

x−k dµ̃c(x)︸ ︷︷ ︸
=
∑

ξc=1
ξ ̸=1

dµξ(x)

=
1

c1−k − 1

∑
ξc=1
ξ ̸=1

Lip,†k (ξ)

命題-定義 3.26
=

1

c1−k − 1

∑
ξc=1
ξ ̸=1

(
Li

p,(a)
k (ξ)− 1

pk
Li

p,(a)
k (ξp)

)
=

1

c1−k − 1

(
1− 1

pk

) ∑
ξc=1
ξ ̸=1

Li
p,(a)
k (ξ)

が成り立ちます (c が p と素であることから，ξ が 1 でない 1 の c 乗根を動くときに ξp も同

じ集合の元を動くため，ξp 7→ ξ とおき直しました)．
ここ

此処 で |z|p < 1 に対して∑
ξc=1
ξ ̸=1

Lipk(ξz) =
∑
ξc=1
ξ ̸=1

∞∑
n=1

(ξz)n

nk
=
∑
ξc=1

ξn
∞∑

n=1

zn

nk
−

∞∑
n=1

zn

nk
= c

∞∑
n=1
c|n

zn

nk
−

∞∑
n=1

zn

nk

= c
∞∑

n=1

zcn

(cn)k
−

∞∑
n=1

zn

nk
= c1−kLipk(z

c)− Lipk(z)

と計算出来ます．コールマン関数の一致の定理 (命題 1.19) により，上記の等式はコールマン
関数の等式

∑
ξc=1
ξ ̸=1

Li
p,(a)
k (ξz) = c1−kLi

p,(a)
k (zc)− Li

p,(a)
k (z) · · · (Liξ)c に拡張されるので，特

に両辺の lim′
z→1

での極限をとると，コールマン関数の連続性 ([Col82, Corollary 7.1 (a)] を参
照) から等式∑

ξc=1
ξ ̸=1

Li
p,(a)
k (ξ) = lim′

z→1

{
c1−kLi

p,(a)
k (zc)− Li

p,(a)
k (z)

}
= (c1−k − 1)ζKZ

p (k)

を得ます．これらを
あわ

併せて，所望の等式

Lp(k, ω
1−k
p ) =

1

c1−k − 1

(
1− 1

pk

) ∑
ξc=1
ξ ̸=1

Li
p,(a)
k (ξ) =

1

����
c1−k − 1

(
1− 1

pk

)
�����(c1−k − 1)ζKZ

p (k)

が従います．

雑談 3.31 (p 進 L 関数の正の整数点での特殊値). 本節では KZ型 p 進ゼータ値との関係
性を重視して，自明指標 1l に対するコールマンの公式 (定理 3.24) のみを紹介しましたが，
コールマン自身は一般のディリクレ指標 χ に対して

Lp(k, χω
1−k
p ) =

(
1− χ(p)

pk

)
g(χ, ζfχ)f

−1
χ

fχ−1∑
α=1

χ̄(α)Li
p,(a)
k (ζ−α

fχ
)

という形の公式を導き出しています ([Col82, Section Ⅰ (3), Section Ⅶ] を参照)．
ただ

但し

ζfχ は (固定された) 1 の原始 fχ 乗根で g(χ, ζfχ) =

fχ∑
α=1

χ(α)ζ−α
fχ
はガウス和です．証明
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の方針は，コブリッツ測度に関するフーリエ反転公式 [Ko79, Section 2. Lemma 2.] を用
いて µξ での p 進積分から χ の部分を “括り出し” て，残った p 進積分を p 進ポリログ関
数を用いて表すというものです．定理 3.24の証明を理解出来る方であれば原論文の証明を
追うのも難しくはないと思いますので，

ぜひ

是非挑戦してみてください．特に k = 1 での式

Lp(1, χ) = −
(
1− χ(p)

p

)
g(χ, ζfχ)

fχ

fχ∑
α=1

χ̄(α) logp(1− ζ−α
fχ

)

は レオポルトの公式 Leopoldt formula [Leo75] と呼ばれ，
すで

既にレオポルトによって
(p 進解析的な手法で) 導出されていました．コブリッツの論文 [Ko79] の主目的の 1つは，
p 進測度 µξ を用いてレオポルトの公式の簡明な別証明を与えることだったのです．
なお

尚，本節では p 進 L 関数の正の整数点での特殊値を p 進ポリログ関数 を用いて表す方
法について解説しましたが，p 進ポリログ関数ではなく p 進対数的ガンマ関数 p-adic log

gamma function を用いて表す研究もあります．コブリッツの論文 [Ko79] の冒頭部に主要

な結果が良く
まと

纏められていますので，興味のある方はご参照ください ([Ko80] の方が読み

易いかもしれません)．また，
すで

既に紹介しましたが，コールマンの公式に関しては坂内健一
さんによるコブリッツの p 進測度を用いない証明 [坂内 02] もあります．

§ 3.3 多変数の場合 — 古庄英和，小森靖，松本耕二，津村博文の理論

本小節では，古庄英和，小森靖，松本耕二，津村博文の 4氏による “p 進多重 L 関数” につ
いての最近の結果 [FKMT17b] について紹介します．極めて複雑な式がこれでもかと言わん
ばかりに続々と登場する論文ではありますが，大筋としては第 3.2節で紹介したコブリッツと
コールマンの理論を非常に丁寧に多変数化したものであるため，予め要点さえ絞り込んでおけ
ば彼等の結果の概要を

つか

摑むことは難しいことではありません．本小節では第 3.2節の流れに沿
いつつ，対応する [FKMT17b] の結果をあまり繁雑にならない程度に紹介したいと思います．

なお

尚，この小節では記号を軽くするために 太字の記号 s, k, ξ, etc......... で r 個の成分を持つ
ベクトル を表す記法を用います．

§ 3.3.1 オイラー–ザギエ型多重ゼータ関数の “特異点解消” とその特殊値

オイラー–ザギエ型多重ゼータ関数 ζEZ(s) =
∑

0<n1<...<nr

1

ns11 n
s2
2 · · ·n

sr
r
の「p 進版」を構成

するための準備段階として，先ずは ζEZ(s) の “負の整数点での特殊値” を考察しましょう．第

3.2.1 節の F0(t)

t
=

1

et − 1
のメラン変換による解析接続を踏まえるならば，安直に考えると

F0(t)

t
の “反復積分” によって ζEZ(s) の解析接続が出来るのではないかと期待されます．より
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詳しくは，関数 Hr(t) (“:= H(t; 1l)” ) を

Hr(t) :=

r∏
j=1

H1l,1l(tj + tj+1 + . . .+ tr) =

r∏
j=1

(
−F0(tj + tj+1 + . . .+ tr)

tj + tj+1 + . . .+ tr

)
=

r∏
j=1

1

1− etj+tj+1+...+tr
=

1

1− et1+t2+...+tr
· 1

1− et2+...+tr
· · · · · 1

1− etr

と定めると，形式的には Hr(t) の “多重メラン変換” による ζEZ(s) の解析接続

lim
ε→+0

∫
C r

ε

Hr(t)t
s1−1
1 · · · tsr−1

r dt1 . . . dtr “ = ” (−1)r+s1+s2+...+sr


r∏

j=1

2π
√
−1

Γ(1− sj)

 ζEZ(s)

が得られそうです ([FKMT17a, (2.1)] の式変形も参照; 第 3.2.1節でメラン変換の際に用いた

関数 F0(t)

t
ではなく，その (−1) 倍 H1l(t) := −

F0(t)

t
を用いているため，積分表示に (−1)r

のずれが生じてしまっています)．ただ，実際にはこの “積分表示” による解析接続は意味を持
ちません; 非積分関数 Hr(t)t

s1−1
1 · · · tsr−1

r が (t の関数として) 原点 O で発散してしまうこと
から，そのままでは左辺の ε→ 0 での極限は収束しません．また，ζEZ(s) の正しい解析接続

は
ジャオ

赵
ジァンキァン

健强 Jianqiang Zhao の研究や秋山茂樹，江上繁樹，谷川好男の共同研究で得られて
いますが，彼等の結果によると

そもそも

抑々点 −k は
のきな

軒並み ζEZ(s) の極に位置してしまうので，解析
接続した ζEZ(s) に安直に s = −k を代入するだけではあまり意味のある値は得られません．
オイラー–ザギエ型多重ゼータ関数の解析接続と極の位置の同定についての詳細は，小野塚さ
んの記事 [小野塚 SS18, Proposition 2.1] を参照してください．
この状況で “ζEZ(−k) ” として意味のある値を導出する手法は幾つか考えられますが (本

報告集の小野塚さん，小見山さんの解説記事 [小野塚 SS18, 小見山 SS18] も参照してくださ
い)，[FKMT17a] では先ずオイラー–ザギエ型多重ゼータ関数そのものではなく オイラー–ザ
ギエ–レルヒ型多重ゼータ関数 multiple zeta function of Euler–Zagier–Lerch function

ζEZL(s; ξ) に取り替えることで，そのままでは意味をなさない上記の解析接続の式に意味を
持たせることを考察しました．実際，第 3.3.2 節で導入する関数 Hr(t; ξ)t

s1−1
1 · · · tsr−1

r は
ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξr) が ξj ̸= 1 (1 ≤ ∀j ≤ r) を満たすときに (t の関数として) 原点 O のまわ
りで解析的になることを用いると，上記の解析接続の式が ζEZL(s; ξ) に対しては意味を持ち
ます (第 3.3.2節の (♡) を参照)．そして [FKMT17a, Section 3] では，レルヒ型ゼータ関数
を用いたリーマンゼータ関数の “極を取り除く” 操作

∑
ξc=1
ξ ̸=1

ζ(s, ξ) = (c1−s − 1)ζ(s) · · · (Lξ)c

に触発されて “ζdesEZ (s) := lim
c→1

1

(c− 1)r

∑
ξ∈(µr

c
)′

ζEZL(s; ξ)” という気持ち*67で ([FKMT17a,

*67 もちろん
かよう
斯様な極限を取るためにはパラメータ c が 実数を動く ように拡張する必要があるため，実際には母

関数 Hr(t) を “実数パラメータ c を用いて修正したもの” Hr(t; c) [FKMT17a, Definition 1.9] を用いて特
異点解消が実行されています．小見山さんの解説記事 [小見山 SS18, 定義 1.1] も参照してください．
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Section 3,冒頭部]も参照)オイラー–ザギエ型多重ゼータ関数の特異点解消 desingularisation

を実行することを試みました．彼等が構成した 特異点解消オイラー–ザギエ型多重ゼータ関数
desingularised multiple zeta function of Euler–Zagier type ζdesEZ (s) (または ζFKMT(s)) は
Cr 上の 整関数 となるため，−k での値も定義可能である，というわけです．そして，構成か
ら ζdesEZ (−k) の値は各 ζEZL(−k; ξ) の値から計算されるはずなので，コブリッツの p 進測度を
用いて 各特殊値 ζEZL(−k; ξ) を p 進補間するような測度が構成出来る ならば，それらを足し
合わせて “極限 c→ 1 を取る” ことで晴れて “p 進多重 L 関数” が得られるだろう，と期待さ
れます．この戦略に基づいて “p 進多重 L関数” Lp(s, ω

a
p ; c) を構成した論文が [FKMT17b]

です．なお，(「実 / 複素」の世界で構成された) 特異点解消多重ゼータ関数 ζdesEZ (s) の解析

的な性質等は，
こみやま

小見山
なお

尚さんの解説記事 [小見山 SS18] に良く
まと

纏められていますので，原論文

[FKMT17a] と
あわ

併せて
ぜひ

是非参考になさってください．

雑談 3.32. 論文 [FKMT17a, FKMT17b] では，多重ゼータ関数の定義式 (EZ) の nj を
より一般の 線型形式 linear form γ1m1+γ2m2+ . . .+γjmj に取り替えることで定義され
る 一般化オイラー–ザギエ型多重ゼータ関数 ζEZ(s,γ) generalised multiple zeta function

of Euler–Zagier type (もしくはその “レルヒ型” への拡張) の設定で議論が展開されて
います．γ = 1l = (1, 1, . . . , 1) の場合が本稿で扱われているケースです．

§ 3.3.2 “p 進多重 L 関数” の定義 — 積測度の積分として

第 3.3.2 節では，オイラー–ザギエ–レルヒ型ゼータ関数 ζEZL(s, ξ) の復習から始めて，第
3.2.2節と並行した議論により “p 進多重 L関数” Lp(s,ω

a; c) が構成されることを概観します．

1の羃根のなす群についての記号の規約

以下では自然数 c に対し µc で 1 の c 乗根のなす乗法群を表し，記号
⋆ (µr

c
)′ := {ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξr) ∈ µr

c
| ξj ̸= 1 (1 ≤ ∀j ≤ r)}

⋆ (µr
c
)′′ := {ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξr) ∈ µr

c
| ξjξj+1 · · · ξr ̸= 1 (1 ≤ ∀j ≤ r)}

を断りなく用います．

定義 3.33 (オイラー–ザギエ–レルヒ型多重ゼータ関数). 自然数 c ̸= 1 と ξ ∈ µr
c
に対し，

多重ディリクレ級数 ζEZL(s; ξ) =
∑

m∈Nr

ξm1
1 ξm2

2 · · · ξmr
r

ms1
1 (m1 +m2)s2 · · · (m1 +m2 + . . .+mr)sr

で定義される複素関数を オイラー–ザギエ–レルヒ型多重ゼータ関数 multiple zeta

function of Euler–Zagier–Lerch type と呼ぶ．
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オイラー–ザギエ–レルヒ型多重ゼータ関数 ζEZL(s, ξ) も，通常のオイラー–ザギエ型多重
ゼータ関数 ζEZ(s) と同様に領域 Dr := {s ∈ Cr | Re(sr−j+1 + . . . + sr) > j (1 ≤ ∀j ≤ r)}
で絶対収束します．また

�� ��ξ ∈ (µr
c
)′ のときは，ハンケル経路 Cε の直積 C r

ε 上での

Hr(t; ξ) :=

r∏
j=1

(
−
F0

1l,ξ(tj + tj+1 + . . .+ tr)

tj + tj+1 + . . .+ tr

)
=

r∏
j=1

1

1− ξj exp(tj + tj+1 + . . .+ tr)

=
1

1− ξ1et1+t2+...+tr
· 1

1− ξ2et2+...+tr
· · · 1

1− ξretr

の “多重メラン変換” による表示

lim
ε→+0

∫
C r

ε

Hr(t; ξ
−1)ts1−1

1 · · · tsr−1
r dt1 . . . dtr = (−1)r+s1+...+sr


r∏

j=1

2π
√
−1

Γ(1− sj)

ζEZL(s; ξ)

· · · (♡)

を持ち，特に ζEZL(s, ξ) は Cr 上に 整関数 として解析接続されます ([FKMT17a, Theo-

rem 2.1] 参照)．また

Hr(t; ξ) =
∑

k=(k1,k2,...,kr)∈(Z≥0)r

B
(
(k1, k2, . . . , kr); ξ

) tk1
1

k1!

tk2
2

k2!
· · · t

kr
r

kr!

に よ り “捩 れ 多 重 関–ベ ル ヌ ー イ 数” twisted multiple Seki–Bernoulli number

{B(k; ξ)}k∈(Z≥0)r,ξ∈(µr
c
)′ ⊂ Q({ξj}rj=1) を定義すると，オイラー–ザギエ–レルヒ型

ゼータ関数の負の整数点での特殊値が ζEZL(−k; ξ) = (−1)r+wt(k)B(k; ξ−1) と表されます
(計算の詳細は [FKMT17a, Theorem 2.1] を参照してください)．
ところで関数 Hr(t; ξ) は，実質的に第 3.2節で登場した H1l,ξ(t) の積ですが，一方で H1l,ξ(z)

自体を “p 進補間” してしまう測度がコブリッツの p 進測度 µξ でした．したがって コブリッ
ツ測度の 積測度 が B(k; ξ) を p 進補間するであろうことは容易に想像が付くでしょう．

命題 3.34 ([FKMT17b, Proposition 1.15]). c ̸= 1 を p と素な自然数とし，ξ ∈ (µr
c
)′

とする．このとき Z×
p 上の測度 µξ :=

r∏
j=1

µξj と t ∈ (D−
0 (p

− 1
p−1 ))r に対して

∫
Zr
p

r∏
j=1

e(tj+tj+1+...+tr)xj dµξ(x) = Hr(t; ξ)

=

r∏
j=1

1

1− ξjetj+tj+1+...+tr


が成り立つ．特に両辺を t に関して

べき

羃級数展開して係数比較することで∫
Zr
p

r∏
j=1

(x1 + . . .+ xj)
kj dµξ(x) = B(k; ξ) (= (−1)r+wt(k)ζEZL(−k; ξ−1))

が成り立つことも従う．
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したがって，これらを “足し合わせて” 出来る測度 µ̃c :=
∑

ξ∈(µr
c
)′ µξ を

(Zr
p)

′ := {x = (x1, x2, . . . , xr) ∈ Zr
p | p ∤ (x1 + . . .+ xj) (1 ≤ ∀j ≤ r)}

上で “p 進多重メラン変換” したものこそが “p 進多重ゼータ関数” と呼ぶに相応しい対象であ
ると言えるでしょう．

定理-定義 3.35 (p 進多重 L 関数, [FKMT17b, Definition 1.16, Theorem 2.1]). c ̸= 1

を p と互いに素な自然数とし，a ∈ Zr とする．s ∈ Zr
p に関する p 進正則関数

Lp(s;ω
a
p ; c) :=

∫
(Zr

p)
′

r∏
j=1

⟨x1 + x2 + . . .+ xj⟩−sjωaj
p (x1 + x2 + . . .+ xj) dµ̃c(x)

を p 進多重 L 関数 p-adic multiple L-function と呼ぶ．Lp(s;ω
a
p ; c) は以下の “補間公

式” を満たす; k ∈
(
Z≥0

)r に対して
Lp(−k;ωk

p ; c) =
∑

ξ∈(µr
c
)′

B(k; ξ) +
r∑

d=1

(
−1

p

)d ∑
ρ∈µr

c

1 でない成分は
高々 d 個

∑
ξ∈(µr

c
)′

B(k; ρξ).

ただ

但し ρξ :=
(
ρjρj+1 · · · ρrξj

)r
j=1

= (ρ1ρ2 · · · ρrξ1, ρ2 · · · ρrξ2, . . . , ρrξr) とする．

この “補間公式” は，被積分関数にタイヒミューラー指標 ωp が残らない “最も簡単な場合”

の積分を計算したものです．積分計算自体は，命題 3.3.2とほぼ同様なので大したことはない
のですが，“p 進多重メラン変換” の際に積分領域を

(
Zr
p

)′ に制限していることから
Zr
p \
(
Zr
p

)′
=

r∪
i=1

{x ∈ Zr
p | p | (x1 + x2 + . . .+ xi)}

での積分値を除外する必要があります．そのために公式

1− 1

p

∑
ρp
i =1

ρx1+...+xi =

{
1 (p ∤ (x1 + . . .+ xi) のとき)

0 (p | (x1 + . . .+ xi) のとき)

を利用しているのですが，これらの積を展開して整理する計算が非常に
うっとう

鬱陶しく，“補間公式”

を
いたづ

徒らに複雑にするのに一役買ってしまっています．計算の詳細は原論文をご参照ください．
本来ならば，固定した a ∈ Zr と任意の k ∈

(
Z≥0

)r に対して Lp(−k;ωa
p ; c) を計算したいと

ころですが，その場合 ω
aj
p で “捻った” タイプの “一般化捩れ多重ベルヌーイ数 (? )” も考察

する必要が生じ，計算がさらに繁雑になることは疑いようがありません．

雑談 3.36. p 進多重 L 関数 Lp(s, ω
a
p ; c) が構成された恩恵として 多重クンマー合同式

multiple Kummer congruence が導かれます; 即ち 1 ≤ j ≤ r および k, l ∈
(
Z≥0

)r
に対して kj ≡ lj (mod (p − 1)pNj−1Z) (1 ≤ j ≤ r) が成り立っているならば，合同
式 Lp(−k;ωk

p ; c) ≡ Lp(−l;ωl
p; c) (mod pmin{Nj |1≤j≤r}) が従います ([FKMT17b, Theo-

rem 2.1])．この合同式自体は p 進多重 L 関数 Lp(s;ω
a
p ; c) の s に関する連続性の帰結に
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過ぎませんが，両辺が定理-定義 3.35のような “あられもない姿” をしているため，結果と
して一般化多重ベルヌーイ数 B(k; ξ) の極めて複雑な線型和の間の合同式が得られたこと
になります．[FKMT17b] の Example 2.12, 2.13, 2.14 に 2変数および 3変数の場合の多
重クンマー合同式の例が明示的に示されていますので，興味のある方はご参照ください．

§ 3.3.3 コールマン型公式 — p 進多重星付ポリログ関数の特殊値との関係

コールマンの公式 (定理 3.24) の証明を思い返せば，
r∏

j=1

⟨x1 + . . .+ xj⟩−kj を µ̃c で積分す

れば “p 進多重 L 関数の 正の整数点” での特殊値を (捻られた) “p 進多重ポリログ関数” の特
殊値として表すことが出来るのではないか，と誰もが期待されることでしょう．実際その通り
の方針で多重 p 進 L 関数のコールマン型の公式が得られますが，多重化された文脈では単な
る p 進多重ポリログ関数 Li

p,(a)
k (z) ではなく p 進捩れ多重星付ポリログ関数 Li

p,⋆,(a)
k (ξ; z) が

登場するのは非常に興味深い現象のように思えます．

定義 3.37 (p 進捩れ多重星付ポリログ関数. [FKMT17b, Theorem-Definition 3.32]). c

を自然数とし，ξ ∈ µr
c
とする．

べき

羃級数 Lip,⋆k (ξ; z) :=
∑

0<n1≤n2≤...≤nr

ξn1
1 ξn2

2 · · · ξnr
r

nk1
1 n

k2
2 · · ·n

kr
r

znr

は |z|p < 1 で絶対収束する．関数 Lip,⋆k (ξ; z) は (分枝 a の) コールマン反復積分により
P1(Cp) \ {(ξ1ξ2 · · · ξj)−1 (1 ≤ ∀j ≤ r)} 上のコールマン関数 Li

p,⋆,(a)
k (ξ; z) に “解析接

続” される (後述)．関数 Li
p,⋆,(a)
k (ξ; z) を p 進捩れ多重星付ポリログ関数 p-adic twisted

multiple star-polylogarithm と呼ぶ．

実際，|z|p < 1 で Lip,⋆k (z) は微分方程式
d

dz
Lip,⋆k1,k2,...,kr

(ξ1, ξ2, . . . , ξr−1, ξr; z)

=


1

z
Lip,⋆k1,k2,...,kr−1(ξ1, ξ2, . . . , ξr−1, ξr; z) (kr ≥ 2 のとき),

1

z(1− ξrz)
Lip,⋆k1,k2,...,kr−1

(ξ1, ξ2, . . . , ξr−2, ξr−1ξr; z) (kr = 1 のとき),

d

dz
Lip,⋆1 (ξ; z) =

ξ

1− ξz
を満たすため，Xξ(Cp) := P1(Cp) \ ({0,∞} ∪ {(ξj · · · ξr)−1}rj=1) 上定義された有理微分形

式 ω0(t) =
dt

t
, ω[1](t) =

ξ1ξ2 · · · ξr
1− ξ1ξ2 · · · ξrt

dt, ω[j](t) =
1

t(1− ξj · · · ξrt)
dt (2 ≤ j ≤ r) の

コールマン反復積分 Li
p,⋆,(a)
k (ξ; z) =

∫ (a)

Col

ω[1] ω0 . . . ω0︸ ︷︷ ︸
k1−1

ω[2] ω0 . . .︸ ︷︷ ︸
k2−1

. . . . . . ω[r] ω0 . . . ω0︸ ︷︷ ︸
kr−1

z

0

に

より， Lip,⋆k (ξ; z) は Xξ(Cp) のコールマン関数 Li
p,⋆,(a)
k (ξ; z) へと “解析接続” されます

([FKMT17b, Lemma 3.31] も参照)．
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命題 3.29と対応して，コブリッツ測度の適切な積測度での
r∏

j=1

⟨x1 + . . .+ xj⟩−kj の積分と

p 進捩れ多重星付ポリログ関数が結び付きます．

定理 3.38 ([FKMT17b, Theorem 3.5, Theorem 3.35, Theorem 3.36]). c を p と素な

自然数，ξ ∈ µr
c
とし，µ̂ξ :=

r∏
j=1

µξj ···ξrz とおく．このとき次の等式が成り立つ．∫
(Zr

p)
′

r∏
j=1

(x1 + x2+ . . .+ xj)
−kjdµ̂ξz =

1

pr

∑
α∈{1,...,p−1}r

ρ∈µr
c

ρ−αLi
p,⋆,(a)
k (ρξ; z)

= Li
p,⋆,(a)
k (ξ; z) +

r∑
d=1

(
−1

p

)d ∑
ρ∈µr

c

1 でない成分は
高々 d 個

Li
p,⋆,(a)
k (ρξ; z).

ただ

但し ρ−α =
r∏

j=1

ρ
−αj

j , ρξ = (ρ1ξ1, ρ2ξ2, . . . , ρrξr) とする．

注意 3.39. 定理 3.38 の等式で表される z の関数を Lip,⋆,†k (ξ; z) と表すことにしますと
([FKMT17b] の記号では ℓp,⋆k (ξ; z) と表記されています)，関数 Lip,⋆,†k (ξ; z) はアフィノイ

ド領域 P1(Cp) \
r∪

j=1

D−
(ξjξj+1···ξr)−1(1) よりも少し “広い” 領域でのリジッド解析的関数 (つ

まり 過収束なリジッド解析的関数) となることが [FKMT17b, Theorem 3.22] で示されて

います．また |z|p < 1 では羃級数 Lip,⋆,†k (ξ; z) =
∑

0<n1≤...≤nr

p∤n1,...,p∤nr

ξn1
1 ξn2

2 · · · ξnr
r

nk1
1 n

k2
2 · · ·n

kr
r

znr で表され

ます ([FKMT17b, Definition 3.4] も参照)．Lip,⋆,†k (ξ; z) を 過収束 p 進捩れ多重星付ポリ
ログ関数 overconvergent p-adic twisted multiple star-polylogarithm ([FKMT17b] では
p 進リジッド捩れ多重星付ポリログ関数 p-adic rigid twisted multiple star-polylogarithm)

と呼びましょう．k の深さが 1 の場合は Lip,⋆,†k (z) は命題-定義 3.26 の過収束 p 進ポリロ
グ関数 Lip,†k (z) と同じものとなります．
なお，定理 3.38 の証明の流れは命題 3.29 と同様です; 先ず第一段階として “開円盤”

D−
0 (1) := {z ∈ Cp | |z|p < 1} で，羃級数表示を介して主張の等式が成立することを示しま
す．また，等式のどの辺の関数もクラスナー解析的関数であることは簡単に確認出来るの
で，クラスナー解析関数の一致の定理 [Kra74, Section 3, Théorème d’unicité] により主
張の等式が ({(ξj · · · ξr)−1}rj=1 を中心とする “小さい開円盤” を除いた領域上の) リジッド
解析的関数の等式として成立することが従います．
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注意 3.40 (p 進多重星付ポリログ関数が登場する理由). 例えば r = 2 かつ |z|p < 1 のと
きに定理 3.38の p 進積分を計算すると，µξ1ξ2z, µξ2z の定義 (命題-定義 3.17) から∫

(Zr
p)

′
x−k1
1 (x1 + x2)

−k2 dµξ1ξ2z(x1)dµξ2z(x2)

= lim
N1→∞
N2→∞

pN1−1∑
m1=0
p∤m1

pN2−1∑
m2=0

p∤(m1+m2)

1

mk1
1 (m1 +m2)k2

(ξ1ξ2z)
m1

1− (ξ1ξ2z)p
N1−1

(ξ2z)
m2

1− (ξ2z)p
N2−1

となり，いかにも “Lik1,k2(ξ1, ξ2; z)” に似た形の式が現れます．ところが，2 番目の総和
記号の和に課せられた条件 p ∤ (m1 + m2) は m1 が p と素な数であれば m2 = 0 でも
成り立ちます．したがって n1 = m1, n2 = m1 + m2 とすると，右辺は “n1 ≤ n2 か
つ p ∤ n1, p ∤ n2” なる組 (n1, n2) を渡る和になります．したがって，最終的な計算結

果として Lip,†k1,k2
(ξ1, ξ2; z) =

∑
0<n1<n2

p∤n1,p∤n2

ξn1
1 ξn2

2

nk1
1 n

k2
2

zn2 ではなく星付の p 進多重ポリログ関数

Lip,⋆,†k1,k2
(ξ1, ξ2; z) =

∑
0<n1≤n2

p∤n1,p∤n2

ξn1
1 ξn2

2

nk1
1 n

k2
2

zn2 が出て来てしまうのです．

ただ，この説明はあくまで「積分の計算をしてみたら星付になった」という結果論を述べ
ただけです．この後の定理 3.41で，Lp(s;ω

a
p ; c) の正の整数点での特殊値が Li

p,⋆,(a)
k (z; ξ)

の特殊値で表されることを概観しますが，元々は 星付でない 多重ゼータ関数 ζEZL(k; ξ)

の特殊値を “補間する” p 進多重 L 関数 Lp(s;ω
a
p ; c) の “正の整数点での特殊値” に何故

星付の p 進多重ポリログ関数の特殊値が現れるのか，という理論的・哲学的な背景はまだ
解き明かされていません．

これを用いて Lp(s;ω
a
p ; c) に対するコールマン型公式は導かれます．

定理 3.41 (p 進多重 L 関数に対するコールマン型公式, [FKMT17b, Theorem 3.40,

Theorem 3.41]). c ̸= 1 が p と素な自然数ならば k ∈ Nr に対して次の式が成り立つ．

Lp(k;ω
−k
p ; c) =

1

pr

∑
α∈{1,...,p−1}r

ρ∈µr
c
, ξ∈(µr

c
)′′

ρ−αLi
p,⋆,(a)
k (ρξ; 1)

=
∑

ξ∈(µr
c
)′

Li
p,⋆,(a)
k (ξ̃; 1) +

r∑
d=1

(
−1

p

)d ∑
ρ∈µr

c

1 でない成分は
高々 d 個

∑
ξ∈(µr

c
)′

Li
p,⋆,(a)
k (ρξ̃; 1)

ただ

但し ξ̃ =

(
ξj
ξj+1

)r

j=1

, ρξ̃ =

(
ρjξj
ξj+1

)r

j=1

(ξr+1 = 1 とする) とし，ρ−α, ρξ は定理 3.38

と同じものであるとする．
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なお，ξ ∈ (µr
c
)′′ であるときには，z = 1 は右辺に現われるすべての p 進捩れ多重星付ポリ

ログ関数 Li
p,⋆,(a)
k (ξ; z) の “リジッド解析的な部分” に位置するため，コールマン関数の性質か

ら右辺の値はコールマン関数の分枝 a ∈ Cp には依存しないことを最後に注意しておきます．

注意 3.42 (p 進多重 L 関数の理論の今後の課題について). 論文 [FKMT17b] の最大の
課題は “非特異化” のために補助的に用いられた c の情報が p 進多重 L 関数 Lp(s, ω

a
p ; c)

の中に残ってしまっている ことです．1 変数の場合は “c に依存する部分を分離する公
式” (Lξ)c, (Liξ)c が存在していたため，割合簡単に “c の情報に依存する部分” を切り出
すことが出来ましたが，多変数の場合は多種多様なコブリッツ測度 µξ の積測度で複雑な

多重積分を実行しているため，“c (
ある

或いは µr
c
) の影響する部分” を分離することは到底期

待出来ません (多重 L 関数がオイラー積を持たないこととも関係しているはずです)．そ
こで，[FKMT17b] では「実 / 複素」の世界での特異点解消 [FKMT17a] の戦略を真似
て Lp(s;ω

a
p ; c) =

∑
ξ∈(µr

c
)′

Lp(s;ω
a
p ; ξ) のパラメータ c を Zp に拡張し (このこと自体は，測

度 µ̃c のアミース変換で得られる羃級数 gc(T ) のパラメータ c が “p 進補間可能” なこと
を用いて実現されています; [FKMT17b, Theorem 1.24] を参照してください)，その上
で “Ldes

p (s;ωa
p) = lim

c→1

1

(c− 1)r
Lp(s;ω

a
p ; c)” なる極限を取ることを考えようとしています．

ところが，一般にこのような極限操作を実行すると p 進測度論の
はんちゅう

範疇から完全に逸脱し
てしまいますので，

そもそも

抑々所望の極限が存在するかどうかも明らかではなくなってしまいま
す [FKMT17b, Problem 1.31]．また，仮にこの極限が (奇跡的にリジッド解析的な関数
に) 収束したとしても，“Ldes

p (s;ωa
p)” は ζEZ(s) に 適当な因子を掛けて特異点解消したも

の (或いは ζEZ(s) の 適当な線型和 を取って極を消したもの) である ζdesEZ (s) の 負の整数
点での特殊値を補間したもの，という位置付けになってしまいますので，それがどのよう
な 幾何的意味 (或いは 岩澤理論的意味*68) を持つかは未知数と言わざるを得ません．

とは言え，p進多重 L関数と呼ぶに
ふさわ

相応しい対象を構成する道筋を開拓した [FKMT17b]

の意義は測り知れません．今後は [FKMT17b] の手法のさらなる改良 (特に パラメータ c

を取り去る 方向への改良) や，
ある

或いは別のアプローチからの “より良い” p 進多重 L関数の
構成 (または “定義”) などの研究が待たれます．[FKMT17b] という革新的な結果が出て

来たことで，p 進多重 L関数の研究は
ようや

漸く黎明期にさしかかったと言っても過言ではない
でしょう．まだまだやるべき課題は山のように残されていると思いますので，我こそはと
思われる方には是非とも積極的に p 進多重 L 関数の研究に参戦してこの地平を切り開いて
いっていただきたいと願いつつ，筆をおくことにしたいと思います．

*68 岩澤理論と言えば “代数的対象” と “解析的対象” の結び付きを探求する分野です．もし “解析的対象” とし
て “p 進多重 L 関数” が活躍するような岩澤理論が考えられるとするならば，対応する “代数的対象” は何で
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付録 A p 進解析に関する補遺

この付録 Aは，本稿を読む上で
つまづ

躓きやすい「p 進」世界ならではの現象 (特に「実 / 複素」
世界での直観を裏切る現象) について簡単に

まと

纏めたものです．本稿を読み進めている中で
てきぎ

適宜

参照していただければと思います．
ここ

此処では本稿を読むために必要とされる最小限の事項を紹
介するに留め，アフィノイド空間の定義など (リジッド解析幾何学の) 進んだ内容には一切踏み
込んでいません．「p 進」世界の解析，幾何学に興味を持たれた方は [BGR84, Rob00, 加藤 13]

などの文献を当たってください．第 A.1 節では，距離空間の一種である 超距離空間 ultra

metric space の位相的性質 (特に「円盤が開かつ閉集合であること」や「完全不連結性」など)

について
まと

纏めています．第 A.2節では，本稿で登場する様々な “p 進関数” の概念を，定義を
中心に簡単に

まと

纏めました．

§A.1 超距離空間の位相的特徴

「p 進」世界 Cp の構成に用いられる p 進付値 | · |p は，Cp に 超距離空間 の構造を与えま
す．

ま

先ずは一般に超距離空間の定義を紹介しましょう．

定義 A.1 (超距離と超距離空間). 集合 X 上の関数 d : X ×X → R≥0 が以下の (M1),

(M2), (UM3) を満たすとき，d を X 上の 超距離 ultra metric (または 非アルキメデス
的距離 nonarchimedean metric)と呼ぶ;

(M1) x, y ∈ X に対し d(x, y) = 0 ⇔ x = y,

(M2) (対称性) ∀x, y ∈ X に対し d(x, y) = d(y, x),

(UM3) (強三角不等式 strong triangle inequality)
∀x, y, z ∈ X に対し d(x, y) ≤ max{d(x, z), d(z, y)}.

集合 X と超距離 d の組 (X, d) を 超距離空間 ultra metric space と呼ぶ．

注意 A.2. 定義 A.1の条件 (M1), (M2) と
(M3) (三角不等式 triangle inequality) ∀x, y, z ∈ X に対し d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)

を満たす関数 d : X ×X → R≥0 が (通常の意味での) 距離関数 distance function でした．
条件 (UM3) から明らかに (M3) が従いますので，超距離は距離関数の一種であり，超距
離空間は距離空間の一種となります．したがって，超距離空間は距離空間の満たす性質は

しょうか—? 実際，そんな “代数的対象” の候補と目されるものとして，代数的 K 理論や代数的基本群の理
論といった分野からのアイデアも反映しつつ “円単数の高次版” と表現すべき対象が幾つか構成されています
(スーレ元 Soulé element [Sou81] やアンダーソン・伊原の 高次円単数 higher cyclotomic element [AI90,

Section 2.6, Definition] など)．こういった “高次の” 代数的な元と多重ゼータ値が交錯する “岩澤理論” が展
開出来たら—— そんなことを想像するだけでもわくわくしてきませんか?
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すべて満たしますが，以下でも観察するように，強三角不等式 (UM3) が我々の (「実 / 複

素」の世界 R, C で
つちか

培ってきた) 直観を裏切る現象を次々と引き起こすのです (!! )

例 A.3. X = Qp, Cp (またはその中間体)とし，dp : X×X → R≥0 を dp(x, y) := |x−y|p
によって定義すると，(X, dp) は超距離空間となります (dp が超距離の公理を満たすこと
は [Ko77, Chapter Ⅰ, Section 2] を参照)．

注意 A.2で見たように，超距離空間 (X, d) は距離空間ですので，中心が a ∈ X で半径が r

の “開円盤” D−
a (r) := {x ∈ X | d(x, a) < r} や “閉円盤” D+

a (r) := {x ∈ X | d(x, a) ≤ r} が
定義され，『任意の点 x ∈ U に対して x を中心とした “開円盤” D−

x (ε) が U に含まれるよう

な正の整数 ε > 0 が存在する』を満たす部分集合として X の開集合 U が定義されます (
もちろん

勿論
閉集合は「開集合の補集合」として定義します)．この様に，超距離空間には自然に距離空間と
しての位相が入りますが，その位相的な性質は，我々が慣れ親しんできた「実 / 複素」世界の
距離空間のイメージをとはかけ離れたものとなっています．

補題 A.4. 超距離空間 (X, d) に於いて以下が成り立つ;

(1) r > 0 のとき “閉円盤” D+
a (r) := {x ∈ X | d(x, a) ≤ r} は距離位相に関して閉かつ

開集合である;

(2) “開円盤” D−
a (r) := {x ∈ X | d(x, a) < r} は距離位相に関して閉かつ開集合である;

(3) “(閉または開) 円盤” D±
a (r) の点 b に対して D±

a (r) = D±
b (r) が成り立つ (複号同

順)，
すなわ

即ち “円盤の点はすべて中心” である;

証明は
いず

何れも 強三角不等式の練習問題 程度のものなので，「p 進」世界に慣れるためにも先
ずは自分で証明を付けてみることをお薦めします．

【証明】 距離空間の位相の定義および一般論により，D−
a (r) が X の開集合であり，D+

a (r)

が X の閉集合であることは
ただ

直ちに従います．
(1) “閉円盤” D+

a (r) の任意の元 b に対し，b を中心とする “開円盤” D−
b (r) を考えましょ

う．このとき任意の x ∈ D−
b (r) に対して

d(x, a)
(UM3)

≤ max{d(x, b)︸ ︷︷ ︸
<r

, d(b, a)︸ ︷︷ ︸
≤r

} ≤ r

より x ∈ D+
a (r) が従います．

すなわ

即ち D−
b (r) ⊂ D+

a (r) より D+
a (r) は開集合となります．

(2) “開円盤” D−
a (r) の境界の元 x ∈ ∂D−

a (r) を任意に選びましょう．部分集合の境界の定
義から，特に D−

a (r) と x を中心とする半径 r の “開円盤” D−
x (r) の共通部分は空集合

–89–



ではありません．そこで D−
a (r) ∩ D−

x (r) の元 z を 1つ選ぶと

d(x, a)
(UM3)

≤ max{d(x, z)︸ ︷︷ ︸
<r

, d(z, a)︸ ︷︷ ︸
<r

} < r

より x ∈ D−
a (r) が従います．

すなわ

即ち ∂D−
a (r) ⊂ D−

a (r) が成り立っているため，位相空
間の一般論により D−

a (r) は閉集合となります．
(3) “閉円盤” D+

a (r) の場合を示します (“開円盤” D−
a (r) の場合も同様です)．点 b ∈ D−

a (r)

を中心とする半径 r の閉円盤 D+
b (r) の任意の元 x に対して

d(x, a)
(UM3)

≤ max{d(x, b)︸ ︷︷ ︸
≤r

, d(b, a)︸ ︷︷ ︸
≤r

} ≤ r

より x ∈ D+
a (r),

すなわ

即ち D+
b (r) ⊆ D+

a (r) を得ます．点 a と点 b を入れ替えて，まった
く同じ議論を展開することにより D+

a (r) ⊆ D+
b (r) も従います．

注意 A.5. 通常の距離空間での開円盤，閉円盤の定義を
とうしゅう

踏襲していることから，
べんぎ

便宜上
D−

a (r), D+
a (r) もそれぞれ “開円盤” “閉円盤” と呼んでしまうことが少なくありませんが，

超距離空間では
いず

何れも閉かつ開集合である ため，この呼称が位相的な実態をあまり良く反
映していないという点には注意が必要です．また補題 A.4 (1), (2) を組み合わせることで，
例えば 円環領域 Aa[r,R) := {x ∈ X | r ≤ d(x, a) < R} なども閉かつ開集合となること

が分かります．このように超距離空間に
お

於いては 非常に沢山の部分集合が “閉 closed ” か
つ “開 open ” 集合となる ため，

ひんぱん

頻繁に登場する “閉かつ開集合” のことを
しばしば

屡々 clopen set

などと呼称したりもします．この点だけを見ても，超距離空間が (ユークリッド距離空間に
慣れ親しんだ) 我々の直観を大いに裏切る存在であると実感出来るでしょう．

次の命題は，超距離空間の極めて特徴的かつ “様々な問題を誘発する” 性質を表しています．

命題 A.6. 超距離空間 (X, d) は 完全不連結 totally disconnected である;
すなわ

即ち 2点以
上を含む X の部分集合で連結なものは存在しない．

【証明】 超距離空間 X の部分集合 M で，相異なる 2 点 x, y を含むものを考えましょ
う (M には X の相対位相を入れておきます)．このとき (超) 距離の性質 (M1) により
r := d(x, y) > 0 は (0 ではない) 正の数となります．そこで U :=M ∩D−

x

(r
2

)
, V =M \U

とおくと，定義から x ∈ U , y ̸∈ U (つまり y ∈ V ) であり，かつ補題 A.4 (1) により U は M

の (相対位相に関する) 閉かつ開集合であるため，特に V :=M \ U も開集合となります．し
たがって M は空でない開集合 U , V の非交和 M = U ⊔ V として表されてしまうため，連結
ではありません．
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雑談 A.7. 命題 A.6は「超距離空間 X の点 x を含む連結成分は 1点集合 {x} である」こ

とを主張しています．ただ，一般には 1 点集合 {x} は開集合とは限りません;
むし

寧ろ (任意
の) 1点集合 {x} が開集合となる場合は，X の位相が 離散位相 discrete topology になっ
てしまうため，位相空間としてはあまり面白くないものとなってしまいます．例 A.3 の位
相空間 (X, dp) は 1点集合が開集合ではないような超距離空間の典型例を与えています．

§A.2 X(Cp) = P1(Cp) \ {0, 1,∞} 上の関数について

本節では，本稿第 1.2節に登場する X(Cp) = P1(Cp) \ {0, 1,∞} (
ある

或いはその部分集合) 上
の様々な関数について解説します．第 A.2.1節では円盤 D±

a (r) 上のリジッド解析的関数につ

いて簡単に
まと

纏めています．第 A.2.2節では，P1(Cp) の剰余円盤による非交和としての表示を
用いて，点 0, 1,∞ で対数的極を持つ X(Cp) 上の局所解析的関数を定義します．第A.2.3節で
は X(Cp) 上の (より正確には X(Cp) の還元 XFp

= P1(Fp) \ {0, 1,∞} の管 ]XFp
[ に対する

{0, 1,∞} に沿った) 過収束リジッド解析的関数を，ピエール・ベルテロ Pierre Berthelot

[Ber96] にしたがって定義します．

§A.2.1 円盤上のリジッド解析的関数

以下では，超距離空間 (Cp, dp) 上の円盤 D±
a (r) 上の “解析的関数” について，簡単に考察

します．p 進付値の値群が |C×
p |p = pQ であったことを思い出しておきましょう．

定義 A.8. 点 a ∈ Cp を中心とする円盤 D±
a (r) を考えよう．

(1) r ∈ pQ = |C×
p |p に対して |ξ|p = r を満たす ξ ∈ C×

p を 1つ選ぶ．このとき，

Cp{ξ−1(z − a)} :=

{
f(z) =

∞∑
n=0

cn
{
ξ−1(z − a)

}n ∈ Cp[[z]]

∣∣∣∣∣ |cn|p n→∞−−−−→ 0

}

=

{
f(z) =

∞∑
n=0

an(z − a)n ∈ Cp[[z]]

∣∣∣∣∣ |an|prn n→∞−−−−→ 0

}
とおくと，任意の x ∈ D+

a (r) に対して f(x) は収束する (Cp{ξ−1(z − a)} は
|ξ|p = r を満たす元 ξ の取り方に依らない)．そこで “閉円盤” D+

a (r) 上のリジッ
ド解析的関数 rigid analytic function を A(D+

a (r))
定義
= Cp{ξ−1(z − a)} の元とし

て定める．
(2) r > 0 に対して

A(D−
a (r)) := lim←−

(0<)ρ<r

ρ∈pQ=|C×
p |p

A(D+
a (ρ))
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=

{
f(z) =

∞∑
n=0

an(z − a)n ∈ Cp[[z]]

∣∣∣∣∣ |an|pρn n→∞−−−−→ 0
(∀ρ < r, ρ ∈ pQ = |C×

p |p)

}
の元を “開円盤” D−

a (r) 上のリジッド解析的関数と定める．
ただ

但し，1行目では制限
写像 A(D+

a (ρ
′))→ A(D+

a (ρ)); f 7→ f |D+
a (ρ) (ρ < ρ′ < 1 かつ ρ, ρ′ ∈ pQ = |C×

p |p)
に関する射影極限を考えている．

定義 A.8 (1) の収束
べき

羃級数環 Cp{ξ−1(z − a)} に
お

於いて，a = 0 かつ ξ = 1 としたもの

Cp{z} :=

{
f(z) =

∞∑
n=0

cnz
n ∈ Cp[[z]]

∣∣∣∣∣ |cn|p n→∞−−−−→ 0

}
は特に テイト代数 Tate algebra と呼ばれています*69．テイト代数は “単位閉円盤” D+

0 (1)

上のリジッド解析的関数のなす関数環と解釈されるべき対象ですが，位相環*70として見ても非
常に素性の良い環になっています (ネーター性，すべてのイデアルが閉集合であることなど)．

注意 A.9 (リジッド解析的関数について). 　

(a) r ̸∈ pQ = |C×
p |p のときも，定義 A.8 (1) の 1行目の流儀で A(D+

a (r)) を定義するこ
とが可能ですが，一方でこの場合は “閉円盤” D+

a (r) の “縁” {z ∈ Cp | |z− a|p = r}
が 空集合 となっているため，集合としては D+

a (r) は “開円盤” D−
a (r) と一致しま

す．したがって A(D+
a (r)) = A(D−

a (r)) が成り立つ
はず

筈です．実際，値群 |C×
p |p = pQ

が R≥0 で稠密であることを用いて，両者の定義が一致していることが確認出来ます．
(b) 定義 A.8 (2) の定義は一見分かりにくいですが，“開円盤” が “閉円盤の増大列”

D−
a (r) =

∪
ρ<r

ρ∈pQ=|C×
p |p

D+
a (ρ) として表されることに着目し，「D−

a (r) に含まれるどの

“閉円盤” D+
a (ρ) に制限しても D+

a (ρ) 上のリジッド解析的関数になるような関数」
として “開円盤” D−

a (r) 上のリジッド解析的関数を特徴付けようとしているのです．

(c) 非常に
あら

粗っぽいイメージを述べるのであれば，我々は円盤上の解析的関数を “収束す
るテイラー展開を持つ関数” として定義しようとしているわけです．定義 A.8 では
まさに “D±

a (r)上で収束するテイラー展開を集めたもの” として A(D±
a (r))を構成し

ており，「実 /複素」世界での解析的関数の定義と照らし合わせてみても受け入れ易い

*69 最近はテイト代数の記号として Cp⟨T ⟩ や Cp⟨⟨T ⟩⟩ を用いることが多いですが ([BGR84] では Cp⟨T ⟩ が，
[加藤 13] では Cp⟨⟨T ⟩⟩ が用いられています)，本稿ではこれらの記号は非可換多項式環や非可換羃級数環に用
いているため，テイト代数には異なる記号 Cp{z} を用いて区別することにしました．

*70 テイト代数には通常ガウスノルム

∥∥∥∥∥
∞∑

n=0

cnz
n

∥∥∥∥∥
Gauss

:= supn≥0|cn|p で位相を入れますが，最大値の原理

maximum modulus principle [BGR84, Section 5.1.4, Proposition 3] によりガウスノルムは上限ノルム
∥f∥sup := sup

z∈D+
0 (1)

|f(z)|p と一致しますので，どちらのノルムで考えても等価となります．
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定義であると言えるでしょう．
ただ

唯，「実 / 複素」の世界では “解析的関数” と言えば単
に “(定義域の) 各点でテイラー展開が可能である関数” のことを指すのが一般的です
が，リジッド解析的関数は “各点でテイラー展開可能な関数” の中でも 特別なもので
あることは意識しておくべきでしょう; 例えば，補題 A.4 の証明からも明らかなよう
に任意の (0 <)ρ < r に対して “閉円盤” D+

a (r) は非交和 D+
a (r) = D−

a (ρ)⊔Aa[ρ, r]

に分割することが可能です (
ただ

但し Aa[ρ, r] := {z ∈ Cp | ρ ≤ |z − a|p ≤ r})．した

がって，例えば関数 f(z) :=

0 (z ∈ D+
a (ρ) のとき),

1 (z ∈ Aa[ρ, r] のとき)
なども D+

a (r) 上の各点で

テイラー展開可能な関数となります．円盤を開集合の非交和に分割する方法は
いく

幾ら
でも考えられますし，各成分上毎に “テイラー展開可能な関数” も (定数関数を含
め) 無数に存在しますので，上記のような構成を考えただけでも “D±

a (r) の各点で

テイラー展開可能な関数” が あまりにも
たくさん

沢山存在する ことが観察されます．こん
なものをすべて考えてしまうと収拾がつきませんので，円盤上の “解析的関数” と
して 円盤全体で収束する羃級数関数 のみを採用する という立場で導入されたのが

“リジッド” 解析的関数の概念と言えます．
なお

尚，「実 / 複素」世界で “解析的関数” と
されていた “(考えている集合の) 各点でテイラー展開可能な関数” は，「p 進」世界
では (リジッド解析的関数と区別して) 局所解析的関数 locally analytic function と
呼ばれています．

雑談 A.10 (テイト代数の極大スペクトルとしての “閉円盤” とリジッド幾何学). テイト代
数 Cp{z} に対して ヒルベルトの弱零点定理 Hilbert’s weak Nullstellensatz の類似が成

り立ちます ([BGR84, Section 7.1.1, Proposition 3] 参照);
すなわ

即ち Cp{z} の極大イデアル

は，すべて z − x (
ただ

但し x ∈ D+
0 (1)) の形の 1次式で生成される単項イデアルとして表され

ます．したがって，Cp{z} のすべての極大イデアルを集めた集合を SpmCp{z} と表すこ
とにすると (極大スペクトル maximum spectral )，(集合としての) 全単射

SpmCp{z}
∼−→ D+

0 (1); mx = (z − x) 7→ x

を得ます (極大スペクトル SpmCp{z} に適切に位相を入れることで同相写像にもなりま
す)．つまり（リジッド解析的な）関数環から “単位閉円盤” という空間が「復元」出来るわけ
ですが，これは代数幾何学に

お

於いてアファイン空間 An
C が n変数多項式環 C[T1, T2, . . . , Tn]

のスペクトルとして構成されたこと
SpecC[T1, T2, . . . , Tn]

∼−→ An
C; mx := (T1 − x1, . . . , Tn − xn) 7→ x = (x1, x2, . . . , xn)

と
こくじ

酷似しています．代数幾何学 (スキーム論) では，多項式環の商環のスペクトル
SpecC[T1, T2, . . . , Tn]/I (或いは一般の可換環のスペクトル SpecR) である アファイ
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ンスキーム affine scheme を “空間” の構成要素とし，これらの “貼り合わせる” としてよ
り一般的な “空間” (スキーム) を実現していましたが，リジッド幾何学でも (多変数) テイ
ト代数の商環の極大スペクトル X = SpmCp{z1, z2, . . . , zn}/I (とその上の構造層 OX の
組) である アフィノイド*71空間 affinöıd space の “貼り合わせ” として リジッド解析空間
rigid analytic space が構成されます．このように，テイトのリジッド幾何学は アレキサン
ドル・グロタンディーク Alexander Grothendieck による スキーム論 の影響を色濃く
反映したものとなっています．
ちなみにリジッド幾何学では，これまでにも何度も登場してきた「p 進」位相の引き起
こす弊害によって 構造層 OX が素朴な方法では構成出来ないという問題が生じます (関数
の “貼り合わせ” 構造を抽象化した概念が層でしたから，関数が容易には “貼り合わない”

「p 進」世界で層を考えるのが難しいのもむべなるかな，といったところでしょうか)．そん
なスキーム論では現れなかった問題を解消するために，テイトの h 構造 h-structure やら
グロタンディーク位相 Grothendieck topology やらを用いて “開集合を制限する” 必要
があります．その辺りも非常に面白い話題なのですが…… 完全に話題が逸れてしまいます
ので，これ以上深入りするのは止めましょう．興味を持たれた方は [加藤 13, 第 3,4章] や
[BGR84, Chapter 8,9] をご参照ください．

以下では d

dz
z = 1 と正規化された導分に関する羃級数の (形式的な) 項別微分を考えます．

羃級数 f(z) に対して f (n)(z) :=
dnf

dzn
(z) と表すことにしましょう．次の命題は，円盤上のリ

ジッド解析関数が各点のまわりでテイラー展開可能であること (つまり 局所解析的関数 であ
ること) を保障するものです．

命題 A.11 (円盤上のリジッド解析的関数の局所解析性). 円盤 D±
a (r) 上定義されたリ

ジッド解析的関数 f(z) と b ∈ D±
a (r) に対して，

べき

羃級数
∞∑

n=0

f (n)(b)

n!
(z − b)n = f(b) + f ′(b)(z − b) + f ′′(b)

2!
(z − b)2 + . . . . . .

は A(D±
b (r)) の元を定め，f(z) =

∞∑
n=0

f (n)(b)

n!
(z − b)n が成り立つ (複号は同順とする)．

特に A(D±
a (r)) = A(D±

b (r)) が成り立つ．

*71 接尾辞 -öıd はギリシア語の -οειδής「... の
エイドス
形 εἶδος をしている」に由来し，「... のような」「... に似てい

る」という意味になります．つまりアフィノイド空間とは「アファイン (アフィン) っぽい空間」というニュア
ンスで付けられた名称です．
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【証明】 以下複号は同順とします．
ま

先ず f(z) =

∞∑
j=0

aj(z − a)j ∈ A(D±
a (r)) の n 階導分

f (n)(z) =
∞∑
j=n

j!

(j − n)!
aj(z − a)j−n も D±

a (r) 上のリジッド解析的関数となることが確認出

来ます; 実際 ρ ≤ r, ρ ∈ pQ = |C×
p |p なる実数 ρ に対して |aj |pρj

j→∞−−−→ 0 が成り立つならば，∣∣∣∣ j!

(j − n)!

∣∣∣∣
p︸ ︷︷ ︸

≤1

|aj |pρj−n ≤ ρ−n · |aj |pρj
j→∞−−−→ 0 より f (n)(z) も f(z) と同じ収束条件を満たし

ます．したがって b ∈ D±
a (r) に対して f (n)(b) は収束し，ρ̃ := max{|b− a|p, ρ} とおくと∣∣∣∣f (n)(b)n!

∣∣∣∣
p

ρn
(UM3)

≤ ρn sup
j≥n

{∣∣∣∣(jn
)∣∣∣∣

p︸ ︷︷ ︸
≤1

|aj(b− a)j−n|p
}
≤ ρ̃n sup

j≥n
{|aj |pρ̃j−n} = sup

j≥n
{|aj |pρ̃j}

が成り立ちます．この不等式の右辺は n → ∞ とすると lim sup
n→∞

|an|pρ̃n = lim
n→∞

|an|pρ̃n = 0

となるので，結局
∞∑

n=0

f (n)(b)

n!
(z − b)n が A(D±

b (r)) の元となることが分かります．形式的羃

級数として等式 f(z) =
∞∑

n=0

f (n)(b)

n!
(z − b)n が成り立つので，f も A(D±

b (r)) の元となるこ

とが従います．最後に a と b の役割を入れ替えて議論することで，A(D±
b (r)) の任意の元が

A(D±
a (r)) の元となることも証明出来るので，A(D±

a (r)) = A(D±
b (r)) が成り立ちます．

§A.2.2 X(Cp) 上の (対数的極を持つ) 局所定数関数

本小節では p 進対数写像の分枝 a ∈ Cp を固定しておきます (つまり p 進対数関数
Log(a)p : C×

p → C×
p として Log(a)p (p) = a を満たす局所解析的関数を考えます)．さて，(リ

ジッド解析的) 射影曲線 P1(Cp) = Cp ∪ {∞} に対して 還元写像 reduction map (または 特
殊化写像 specialisation map)

red: P1(Cp)→ P1(Fp); x 7→

{
x (mod mOCp

= D−
0 (1)) (x ∈ OCp

= D+
0 (1) のとき)

∞ (それ以外)

を考えましょう (
ただ

但し Fp は p 元体 Fp の代数的閉包とします)．任意の P1(Fp) = Fp ∪ {∞}
の元 x̄ の還元写像に関する逆像 red−1({x̄}) が，a の P1(Cp) への任意の持ち上げ x̃ を中心と
する半径 1 の “開円盤” D−

x̃ (1) となることは，還元写像の定義から簡単に確認出来ます．この
“開円盤” を x̄ に関する 剰余円盤 residual disk と呼び ]x̄[:= res−1({x̄}) と表します．すると
P1(Cp) は剰余円盤の非交和として表されることが簡単に確認出来ます; P1(Cp) =

⊔
x̄∈P1(Fp)

]x̄[.

この構造を用いて，任意の a ∈ Cp に対して X(Cp) = P1(Cp) \ {0, 1,∞} 上の （分枝 a の
対数的極を持つ）局所解析的関数 の環 A(a)

loc(X(Cp)) を，各剰余類 x̄ ∈ P1(Fp) に対して定ま
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る関数環 A(a)
log(Ux) の直積 A(a)

log(X(Cp)) =
∏

x̄∈P1(Fp)

A(a)
log(Ux) として定めます．各 A(a)

log(Ux)

は以下のように定義されます; 実数 0 < r < 1 に対し，点 x0 ∈ {0, 1,∞} を中心とする円環

Ax0
(r, 1) =

{z ∈ Cp | r < |z − x0|p < 1} (x0 ∈ {0, 1}のとき)

{z ∈ Cp | 1 < |z|p < r−1} (x0 =∞のとき)
上のリジッド解析的関数

A(Ax0(r, 1)) は

A(Ax0
(r, 1)) =



{ ∞∑
n=−∞

an(z − x0)n
∣∣∣∣∣ |an|p

n→∞−−−−→ 0

|an|prn
n→−∞−−−−−→ 0

}
(x0 ∈ {0, 1} のとき){ ∞∑

n=−∞
anz

n

∣∣∣∣∣ |an|pr−n n→∞−−−−→ 0

|an|p
n→−∞−−−−−→ 0

}
(x0 =∞ のとき)

と表されますので，これを用いて A(a)
log(Ux) を

A(a)
log(Ux) :=


A(]x̄[) = A(D−

x (1)) (x̄ ̸= 0, 1,∞のとき),

lim−→
r→1−

A(Ax0
(r, 1))

[
Log(a)p (z − x0)

]
(x̄ = x0 ∈ {0, 1}のとき),

lim−→
r→1−

A(A∞(r, 1))

[
Log(a)p

(
1

z

)]
(x̄ =∞のとき).

と定めます．
ただ

但し帰納極限は制限写像 A(Ax0
(r′, 1))→ A(Ax0

(r, 1)); f 7→ f |Ax0 (r,1)
(r < r′)

に関して取っています．点 x̄ = 0, 1,∞ に於ける局所関数環 A(a)
log(Ux) は，剰余円盤 ]x̄[ 上の

過収束関数 (次小節 A.2.3 も参照) に，点 x0 = 0, 1,∞ で発散する対数関数 Log(a)p (z − x0)

(または Log(a)p

(
1

z

)
) を “発散項” として添加して得られる環です．第 1.2.3節で導入したコー

ルマン関数のなす環 A(a)
Col(X(Cp)) は，

おおざっぱ

大雑把には “A†(X(Cp)) の元の反復コールマン積分に
よって得られるもの” のなす A(a)

loc(X(Cp)) の部分環として定義されます．
なお，局所解析的な微分 1形式の加群 Ω

(a)
loc(X(Cp)) =

∏
x̄∈P1(Cp)

Ω
(a)
log(Ux) もまったく同様に

して定義されます (各剰余類では Ω
(a)
log(Ux) = A(a)

log(Ux) dz と定めます)．

§A.2.3 X(Cp) 上の過収束関数

本小節では X(Cp) 上の 過収束関数 overconvergent function のなす環 A†(X(Cp)) を定義
します．p 元体の代数的閉包 Fp 上定義された射影直線から 0, 1,∞ の 3点を取り除いた空間
XFp

:= P1(Fp) \ {0, 1,∞} の還元写像による逆像を ]XFp
[ := red−1(XFp

) ⊂ X(Cp) と書き，

XFp
の X(Cp) に

お

於ける 管 tube と呼びます．集合としては，]XFp
[ は P1(Cp) から 0, 1, ∞

に於ける剰余円盤を取り除いた空間
]XFp

[ = P1(Cp) \ (D−
0 (1) ∪ D−

1 (1) ∪ D−
∞(1)) = {z ∈ Cp | |z|p = 1, |z − 1|p = 1}

–96–



P1(Cp)

×0

×1

×∞
1

r < 1

図 4 過収束関数の収束域: 0, 1,∞ の剰余円盤の内側まで収束域が入り込んでいる

と一致し，アフィノイド代数

Cp

{
z,

1

z
,

1

z − 1

}
:=

{
f(z) =

∞∑
n=−∞

anz
n +

0∑
m=−∞

bm(z − 1)m

∣∣∣∣∣ |an|p n→±∞−−−−−→ 0

|bm|p
m→−∞−−−−−→ 0

}
の極大スペクトルとして表されるアフィノイド空間となります．実数 0 < r < 1 に対して

Ur := P1(Cp) \ (D+
0 (r) ∪ D+

1 (r) ∪ D+
∞(r)) = {z ∈ D−

0 (r
−1) | |z|p ≥ r, |z − 1|p ≥ r}

によって X(Cp) の部分集合 Ur を定めると，{Ur}0<r<1 は ]XFp
[ の 基本厳近傍系 funda-

mental system of strict neighborhood [Ber96, Définition (1.2.1)] を形成しており，各 Ur 上
のリジッド解析的関数環は

A(Ur) =

{
f(z) =

∞∑
n=−∞

anz
n +

0∑
m=−∞

bm(z − 1)m

∣∣∣∣∣ |an|pρn n→±∞−−−−−→ 0

|bm|pρn
m→−∞−−−−−→ 0

(0 < ∀ρ < r)

}

で表されます．そこで，X(Cp)上の ({0, 1,∞}に沿った)過収束関数 overconvergent function

を，環
A†(X(Cp)) := Γ( ]XFp

[, j†O]XFp [
) := lim−→

r→1−

A(Ur)

=

{
f(z) ∈ Cp

[[
z,

1

z
,

1

z − 1

]] ∣∣∣∣ 或る 0 < r < 1 が存在して f(z) ∈ A(Ur)

}
によって定めます (j† は j : ]XFp

[ ↪→ X(Cp) に対して定まるベルテロの 過収束切断関手
overconvergent section functor [Ber96, (2.1.1.1)] です)．関数環 A†(X(Cp)) の元は，取り除
かれた点 0, 1,∞ の剰余円盤の “少し内側” まで収束域が入り込んでいるような関数であるた
め (図 4 を参照)，「( ]XFp

[ 上のリジッド解析的関数で) より広い範囲で収束するもの」という
ニュアンスで “過収束” の名が付けられています．

({0, 1,∞} に沿って) 過収束な微分 1形式の加群 Ω†(X(Cp)) もまったく同様に
Ω†(X(Cp)) := Γ( ]XFp

[, j†Ω1
]XFp [

) := lim−→
r→1−

Ω(Ur)

=

{
f(z) dz ∈ Cp

[[
z,

1

z
,

1

z − 1

]]
dz

∣∣∣∣ 或る 0 < r < 1 が存在して f(z) ∈ A(Ur)

}
によって定めます．
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